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ПРЕДИСЛОВИЕ 


БЪ ПЕРВОМУ ВЫНУОСБУ, 


Издаваемая мною Аполитическая Геометря есть опыть 
аналитическаго изложешя тьхъ новых начаяъ, на оснозаши 
которыжь въ настоящее время мноме геошетры желають 
построить Высшую Геометрю. Анзаитическое издожеше 
можеть слущить къ болве леному представленю геометри- 
ческихъ истилъь волвдстйе общиости ападиза, хотя бы это 
изложеше питего пе прибавалло къ содерженно науки; въ 
изкоторомь отношешн оно помогаеть повимавйо теоремъ 
столько же, сколько чертежь, Выражеше теоремъ въ видв 
уравнешй или перавенствь уже давно призпано способожъ 
сокращающииь какь изложеше самой теоремы, такъ и 
изложеше вовхь ел сафдотыЙ, 

Образцом изложешя Геожетрм миё служили: превосход- 
ное сочинеше гейдельбергокаго провессора Отто Гессе: 
УоНезносев черег беотенйе Чез Ваитез, и другое сочи- 
неше, которымъ я также иного пользовался — @ботшёие 
Бирёмецге оранцузокаго геометра Шаля: — Кроме элихь 
сочиненй я обращалоя къ трудамъ Птейера, Поноеде, 
Мебуса, Палюкора, Салмопа и другихъ извзетиыхь авторовъ, 

Первый зыпускъ содержить только основан повыхь тео“ 
р; ихъ приложешя и дальныйиее развито будеть предиеч 
тоиъ савдующихь выпусковз, 


И. 


Ш. 


у. 


УЕ, 
УШ. 
х. 
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АПАДИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРАЯ 


НА ПЛОСКОСТИ. 


ввЕДЕнНтЕ. 


1. Задаи Апвлптичоской Геометуя приводатея къ решению 
слБдующихь двухъ вопросовъ: `1°} ‘выразить свойства данной 
теометрической Фигуры посредством алтебрическихь знаковъ, 
въ ВИДБ чормуль и 9”) вайти геометрическое значеше данной 
алгебрической хормулы, полагая, чо буквы этой Формулы инвють 
изввстяое геометрическое значене. Ришая тоть ная другой в0- 
просъ, мы прообразовываень полученныя или дациыя Форнулы, 
приводя ихъ кь проствйшему виду, боле удобному для обсуж- 
дешя; эн преобразовашя совершаются или ‘просто по правиламъ 
Алгобры или чрозъ занфиу сложныхь величииь, входищихь въ 
Формулу, содтьвтотвующиии буквами. По первому способу пре- 
образова изъ эплисимости между разспатриваеными геомезтри- 
ческими величинаки получается новая завигимость между ТВми 
же величинами; по второму — ить зависимости можду данными 
воличинами получается зависимость между другими величинащи, 
состоящими иъ пёрвымь въ изввотномь - геометричевконь отно- 
щенйи. Тереводя. эту. зависимость съ алгебрическаго- лзика на 
обыкновенйый, иначе, показывая геометрическое зийчен!е получен- 
и6Й Формулы, мы. получаемь геометрическое преддожен!е, 
которое и ‘составляеть ивль’.Анаантйческой” Геометр/и. 


Амалит. Гвамит. 4 
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Апалитическая Геометря разлёлиется обыкновенно на двВ 
части: Аналитическую Геометр!ю на плоскости, раз- 
сматривающую свойства теолетрическихь Фигуръ, начерченных 
ва одной плоскости, и Аналитическую Геометр1ю въ про- 
оэтран став, разематривающую геометричесмя Фигуры въ про- 
странств». Вь этой кингВ излагается только первал часть. 

3. Рьшене воиросовъ Аналитической Геометр!и возможно 
только съ помощю известной системы коордннатт. Коорди- 
натами вообще называють велниипы, служашя къ опредъяешю 
положен теометрическихь протяжешй, Проствйшия изъ систенъ 
координать есть система пр ямолинейныхъ координать 
Декарта. Эта система координать на плоскости состоит изъ 
двухъ прамыхт, переськающихея подъ какниъ-нибудь угломъ; 
дв пряныя, составляющы систему коордннать, называются 
осями коордипатъ; точка пересъченя осей называется на- 
цаломъ коордипатъ. Когда уголь осей прямой, то система 
вазываетея системою прям оугольныхъ осей координатт,. 
Вначалв мы будешь употреблять только эту сиетему; о сиетви В 

‘ косоугодьныхь коордигать мы будемь говорнть тогда, когда 
она намь понадобится. . 

3. Въ снетенв прязоугольныхъ коордипаз положеше точки 
па плоскости опредфлястоя разстояймин ея озтЪ двухъ 0оей; 
эти разетовным и павываютея координатами точки. Чтобы 
этоть способъ опредвлешя положешя точки ие иривель къ не- 
оиродвлвино от кромв величинь координат необходвио зпать 

и ихъ паправленя. Действительно, 
возытемь двв деи коордниать, одну 
изъ инхь Ох будемь называть осью 
ш-въ (осо абоциееь), другую Оу 
06 ю у-въ (осью орлинать). Разстолыйя 
точки М оть этихъ осей, иначе: коор- 
динаты точки М суты ОМ, разетои- 
те оть оси у-въ, параллельтое оси 2-въ (это разстояме пли 
равный ему отрёзокъ оси х-въ, абсциесу, мы будомт, обозиа- 
чать чрезъ 2) и МР, разетояще от оси ш-въ, паралхольное 
оси у-въ (это разетолие изы равный еву отрёзокъ оси у-ь, 
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ординату 00 мы будемъ обозначать чрезъ у). Итакь координаты 
точки М сут: х-=0Р, у=МР. Очевидно, что координаты точ- 
ки М, лежащей виутри смежнаго угла на тёжъ же разотоя- 
шихъ отъ осей, но веянчинв равны координатам» точки М; раз- 
лич е толко вЪ направлеши абециссь этижь точекь ОР и ОР’, 
порвал направлена вправо, вторай злво отъ начала 9. Носмо- 
тримъ : какъ выразить аналитически это различ е въ направае- 
ых? Очевидно , что неопредвленность въ назначен точекъ 
Ми! побредетвомь коордипать существуетъ только въ толъ 
случав › когда пачало координатъ находится въ средниз между 
данными точками; положен1е же начала завнситъ отъ насъ, и 
если мы перенесемъ ото начало, то. положеше тёхъ же точекъ 
относительно новаго начала будотъ опродвляться вполн. Прн- 
мель же за пачало точку 0", дежащую влвво отЪ 0 па осн т-иь, 
тогда абсцисса Точки М относительно поваго пачала будеть: 


ОР = бО+ОР = 00+ 
абецисса точки М: 


ОР’ = 0'0—0Р' = 00- 


г. 


Эти выражея новыхъ абециссь, вакь выражены изгебрическя, 
должны сохранять свой видъ при веякомь разстольи 0’0, на 
которое мы перенесли пачало , сабдовительно и при разстоянт 
0'’0 равнонъ нулю, т.е. и въ тон, слузав, когда порейдель 
оЛяэъ къ прежцепу иачалу. Отсюда получим, что дая пачаля 0 
абсцисса точки М соть +6 2, абощиесе точки М есть —х. 
Итакъ разанче въ напраплошахь абециссъ выражается разаи- 
мень знаков» ири пих$; мы будемъ принимать абецисву, па 
правлелную вирапо, съ --, положительною, абоциссу, паправ - 
денцую в48в0, съ — ‚ отрицатольтою. Не должио думать, что 
10 какой-либо неизввотной причигв зиекъ -- прицадаежииие 
правой стороий, а знакъ — лёвой; въ геометрии одпа сторопа 
пред друге ие ииъеть отлич1л; при вывод пашихь заключе- 
ий ны принимали, что иовое-начало взято вазво 07 О, оттого 
произоитель У абецнасы, напразленной. вправо. знакт, + ау 
абецисем, паправаеипой влБво, знакъ — ;-во сели бы мы пере- 
1“ 


4 


несли начало координать вправо, та получили бы обратный 
сльдотви. То, что еказано о выражени разапчныхъ паправлен!й 
абецисеъ, должно. распространить и на различиыя направлен 
ординатт.. Ны условиися ординату, направаенпую зверхъ, очи- 
‘тать позожительною, орднпату, наиравяенпую внизу, считать 
отриназельною. Уесловившяесь ВЪ зяакь, которым» обозначаетея 
извфетное направаеше, въ рёшени одного и того же лопроса 
мы должны держаться этого усло. — вевиъ одпиаковымь на- 
правастаямт приписавать одниъ и тотъ же знакь о и, еели влу- 
читсл надобность перенфнить зпакь какого-пибудь направлен, 
то въ то же время изифинть знакн какъ направлей одпиако- 
выхт, такь и противоположныхь, въ знаки обратные. 


Правило знаковъ распространииь и па отрбзки одной и 
лой ке прямой, ‘Такъ, есаи на пряноН взить отрёзонь АВ, то 
точка А сочитается его началомъ, тоть жо отрйзокь, гапиеанный 
чрезь ВА, пиъеть началомъ В, а потому пыветь иаправлен!о 
противоположное направленно перваго отрбзка в ВА == — АВ. 
Заввтимь влрочемь, что только отрозкамь одпой и той же 
прямой можно прилисывать различные знаки; сели же часть ири- 
мой между двумя точками разсматриваотси казл, разотолше, то 
эта велнчниа всегда положительтал, 


А. Мы будеть обозначать чрезь 2 и у збецнсеу и ординату 
какой-либо точки плоскости; такь что. подъ этими величениии 
будемъ разум ть величины дзйствительныя , 0 пербиеньм ; 
каждая изъ этихъ величииъ ‘можеть’ иаюияться оть @.до © и 
ог 0 40 — «, потому что выражаемыя. ими разстолам разлить 
пыхъ точекъ оть осей могуть изизняться от пуля безпредфльно 
вь ту и другую стороны, Посмотрим»: что выражасть то иоло- 
жаше, когда одной изь этихъ величииь, напр. ж-оу, дадимь 
спродзленное значение? Положим, 


==; 


тлакъ какъ орлината у остаетея произвольном, то такое положе- 
ше ие опрбдблнеть одной какой-либо точки, п принадаежить 
потимь” точках, паходящинся отт еп. э-ьь па. разетояши рар- 


ы 
нохъ а, саФдовательно вовль точкамь праной, паризлельной сов 
у-5ъ, паходящейся отъ этой оси на разотояни а, Итакъ поло- 
жене да выражаеть пряную, параллельаую оси у-в%ь на раз- 
стоянё: @ оть этой оси; поэтону предыдущее уравиеме назь- 
застоя уравиенгемъ прямой, пнраллельной оси у-въ. Пусть 
опредфлевизе зналешо, которое мы привисываель абецисе®, 
оставляя ордниату произвольном, будеть пуль; т. е- положинъ: 


=0. 


Очевидно, что это уравнене працадлежить вовиъ зочкамт, 
разстолшя которыхь отъ оси у-въ суть пули, лначе — вовиъ 
точкамь осн у-вь саВдозательно предыдущее уравяетое есть 
уравнеше оси у-въ. 'Гочно также получим, что уравиенуе 

у =76, 
при чежь Ф оставтеи произвольным, есть уравнете прямо, ла- 
раллельной осн 2-въ, находицейса на разстолен $ оть этой 
оси; положена 

у=0 


есть уравнеше оси з-въ. Два уравнешя: 


=а4, у=ь 


выражеють только ту хочку, которая леллиь и па прамой па- 
разлельной оси у-вЪ на разстояй оз этой оби’ @ и па пряной, 
параллельной оси 2ж-в ма разстояи 6 оть этой осн; сяфдова- 
тельно эти двп уразношя выражаютт, точку поресбчеши двухь 
прамых, уравиешя коториуь э==а в у==Ь. 


5. Ца осповаши предыдущихь объяснемй мы уже вожежь 
понять значете сАздуюшихь выражен 8: уравиен!е прямой, 
уравнен!1е кривой; — это там уравиеия между 2 и у, кото- 
рыт выражают зависимость между координатани вовхл, точекъ 
дапрой прямой ‘изи данной кривой. Дальтёвиня пволбдовая 
свойствь прязыхь п кривыхь зполиф обтиспять омыслъ данивсо 
опролблешя ; но прежде фи присту Ку этимь изелфдова» 
Иди, памь леобходины нфкогорыя вопомогательныя теоромы, 
которыя мы теперь ИЗОЖИМЪ, 
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6. Проекшя длины прямой па извВотную ось про- 
екн]!Й равняется данной длин, умпоженной на коси- 
нусъ угла, составаяенаго пряною съ осью проекц!!. 


2. Если АВ даппая дание, РО ед проекций 
то, проведя трезъь А прямую АС, парал- 
дельту осн проекий 40 первсвчени съ 
ордипатою ВО пъ точкв С, ичфелы АС, 
какъ категь прямоугольнаго треугольника 
АВС равняется гнпотепузв АВ, умножен- 
ной на ноеннуеъ угла ВАС; зянвчая, то АС = РО, а уголь 
ВАС есть уголь прямой АВ съ осью проекшй, мы и позучииъ 
то, что требовалось доказать. Означая даппую длину чрезь О, 
уголь прямой АВ съ осью чремъ &, получниъ, что проекша р 
равияется 0 с03 @. 


7. Разстолне между двумя точками равилется 
корню квадратному изъ суммы квадратовь разлостой 
координать двухъ точекъ. 


Разность абециесъ двухъ точекъ есть очевидно проекщя раз- 
стоявя двухЪ точен на 065 2-в1; поэтому, озпачая разстояшо 
двухъ точекь чрезь 0, уголь эгого разетояны съ осыо е-въ 
чрезъ а, абсциссы точокъ чрезъ 2’, 2’, имбенъ: 


в'— м’ == 0еозе. 


Разиость ординать твхь же точекъ есть проекди разотолья 
твхъ ие точекъ на ось у-въ; поэтому, означая ордипаты этихь 
точекъ чрезь у’и У” и замбчая, что уголь разстолыя съ осы 
у-въ есть дополяитольный къ углу 2, пибоны: 


бу = Пвше. 


Возвышая въ ивадрать предыдущая два равенства я еклады- 
вая получим” 


("2+ уу 
откуда: р = и ИУ 
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8. ЗАДАЧА. Найти выражен:е площади треугольника 
по коордипатаит его вершнииъ. 
3. Пусть координаты воршинь треуголь- 

„ шика МММ” отноенуельно осей Оз и 
Оу суты 
М(2у) Мау.) Мел, 

Перепесежь пачале координать изъ 0 
въ М; очевидно, что отноелтельно но- 
37 ваго начала М абециееы точекь № и М” 
уненыматся па абсциееу точки "М, такъ что абощиссы этихъ 
точек 


М][а,—= ==], Миа ее 
точно также и ордиваты этихь точек: 
Му =], М-у= и). 
Изъ М’ проведем Му параллельно оси 2-въ до пересфченя 
съ ММ” въ точкв в , тогда 
Ми. МР _ (М,—МР’). МР’. 


плотадь ММ 5 5 ; 
но Мр: МР" = тр: МР”, или 
Мр : 9 откуда 
› а 


М?Р’-= $; отсюда 


площадь ММ == Чи. . 


Но площ, МММ”: плов, ММуи==ММ" ; ММ” арену" У» 


ид” — ву") . 


площ. МММ” == Ч Е 


Подотаваяя вибето 2’ у’х”’ у” ихъ выражешя , получить 


откуда 


площ. МММ == о ИА 
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9. Если предотавамь, что точка М (чер. 8$) перелщаетоя 
по плоскоети, то координаты ея жи у будуть измьиятьс и 
предыдущее выражеше длощади::будеть также измвияться, и 
когда положимь, что точка М падаеть на прямую ММ, 20 И 
обращается въ.пуль; слВдовательно для вовхъ точевъ этой прямой 
перенфиныя координаты ихъ = и у удовлетворяють уравнению: 


(4—7) (@,—2) — и 0,-—) =6 
Поэтому написанное уравнеме есть уравнеме прямой №М”. 


проходищей чрез дв данныя точка М (ху) и М”, }, 
Предыдущену уравнению можно дать следуюсий виды: 
Уа,—1,) — «(у,-у) — (у.е) = 0; 
зъ этомъ уравнеми косфенщенты при у п, т.е. (ау-х,) и 
(у,-—9), равно какь излретй член (ут,-—яу,) величия ио- 
стоянныя п даниыя, если даны дов точки М в М”, чризь кото- 
рыя. проходить прямая, а координаты 2 у разлачиыхь точекъ 
прияой М/№” величины перемфиныя; итакь, прямая выражается 


уравнешень первой степени относительно коордимать ей то- 
чекь @ и у. 


Г. РАЗЛИЧИЫЕ ВИДЫ УРАВИБИЯ ПРЯМОЙ, РАЗСТОЯШЕ ТОЧКИ ОТЪ 

ПРЯМОЙ, — "Точкл ПЕРЕСЪЧЕИЯ АВУХЪ. ПРЯМЫХЪ.— Уголь 46Ух% 

врЯмыхЪ. — Услоня ПАРАЛАЕЛЬЛЫХЪ Й ПЕРПЕПДИКУАЯРНЫХЪ ПРЯ- 
мыхъ. — Площадь ТРЕУГОЛЬНИКА, 


10. Докажем» что общее уравиеше первой степени съ 
двумя перенвиными 2 в у, въ которомъ подъ 2 разужьють пе- 
реаъноую абециссу различныхъ точекь плоскости, а подъ у 
перожвиную ордииату, привадложить прямой. ‘Такое общее 
уравяеве палииемъ так: 


Аа-+Ву+б = 0. 


Мы должиы разсмотрать предыдущее уравнеше ири вовхъ воз- 
можныхь зидчещяхь коозищеитовт, А, В, С и начинаем такое 
иведдовае съ чаетныхь случаень, когда один оли два изъ 
этихь косфчаниюнтовь раплы пулю. Незозиожно допустить, чтобы 
заразь А=0 и В==0, нбо д. такомь случав уравиеше приво- 
дится кь уравцешю 0==©, которое предотавляеть нли пелфность, 
или зожество. Если А=0 и 0==0, по В ме равно нулю, то по- 
лучаемъ уравнено у=0, которое, какъ уже видят, прииндае- 
жить прямой, а ниенио выражаеть ось -въ. Если В==0 и 0==0, 
а А пе равио нулю, то получаемь уравнеше 2==0, уравиеше 
прялой, оси у-въ. Пусть А==0, а Ви С вю равы вулю, ио- 
дучаонь уравноше: 


с 
Ву+о -= ©, вши у — 5’ ми у =ф, 
уравиейе прямой, наралдельгой осн 2-въ. Пусть В=0, Аи С 
ие равпы нулю, получаемт, уравиеню: 


А+ = 0, пн х 


о ва ааа, 
А 


уравпеше прямой, - параллельной осн у-въ. Пусть 6=0, Ан В 
не равны пулю, получимь уравиеше въ слбдующемь виду’ 
Ай+Ву = 0. 
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пли, разджливь па В, опредфливъ у и положивъ для краткости 
А 


= =а, 


Этому уравнению удовлетворяють значейя координать: #=0, 
и—=0, а такъ какъ эти координаты суть координаты начал, то 
заключаем, что пазало координатгь есть одна нзЪ УБХЪ точекъ, 
координаты которыхъ удовлетворлють предыдущему уривиенио. 

Возьмемь точку М, коордниаты ко- 
торой 2 ОР н у МР удовао- 
творяютъ урариепио: 

МР-=а. ОР. 
Исяи ооединниь М съ 0, то изъ 
треугольника МОР получи: 
МР = ОР. &М0х; . 
откуда а = 9 М0. 


Докажемь теперь, что координаты вовхъ точекь примой ОМ 
удовлетвормоть предыдущему уравнепио и что никакая точка, 
взятви внв этой прямой, не можеть лмёль свойства, чтобы ко- 
орднпаты ся удовлетворяли уравнение у == аз. Действительно, 
возьможь па примой ОМ точку М’ вираво, то М”Р’==ОР”. ыМОа: 
нан МР а ОР’; дая точки т, взятой вавво оть 0, вивем: 


тр Ор. ю.тОрОрг.МОх пли трее.Ор. 


Дал точки же М”, вздтой вив прямой ОМ 
МР” = ОР”. "М" 0х 


ыГ вы. 
м табь какь ПГО плн болве, изн мопбо МО, то су 


болве или менво а, а потому М”Р” болве или иенё в.ОР”. 


Отсюда видинъ, что уравиеше у-зат арипадлежеть только 
точкамъ пряной ОМ, проходящей чрезь пачало коорднийь и 
составляющей съ осыо ж-въ уголь, ташенеъ котораго равинет- 
си @ иначе: прямая ОМ есть геометрическое мзото зевхъ 
точекь,  коордицаты  которыхь `удовлотвериють  уравнепно 


у-=ах. 


ий 


Положимь теперь, что въ общемъ уравиени нервой степени. 
съ двумя перембнными ни одить изъ коефыицентовь А, В, С 
но равенъ нулю; тогда это уравцено можно написать так: 


. А с 
или полагая для сокращены: — 5 = а —х 
$ = аж. 

Это уравнеше выражаеть также геометрическое исто нко- 
торыхъ точек, Сравнииь ординату одной изъ отихь точекъ, 
нивющей произвольную абециесу 2, съ ордипатою точки прямой, 
выражаемой уравиешень 

у=а, 
хочки, инвющей туже абсинесу. Шоли ординату первой точки 
означимъ чрезъ У, а второй чрезь у, то очевидно: 

У-и=ф, 
т, е. разность ординать двухъ точекъ, иммощихь одну и туже 
произвольную абсциссу; есль величина постоянная. Отсюда сл5- 
дуеть, что геометрическое ибсто точакъ, координаты которыхъ 
удовлетворяютъ уравленйо у==20е +6 есть пряная ‚ параллельная 
иряной, уравнеше которой у-заж. Легко пайти аначеше 2; по- 


яагая въ уравнешя 
у = аа+ь 


® = 9, видимь, что ордината, соотв втотвующая началу коорди- 
нать, равияетел 6; иначе, 6 предстапляеть отрфзокъ оси у-въ 
оть начала коордипать. 

ТТ, Изъ предыдущаго одфдуеть, что общее уравиеще пер- 
вой степени съ двумя пережвицыми зыражаеть прямую ири вовхъь 
двйствительныху значеняхь коефрищентовъ А, В, ©. Уравпеше 

Аз--Ву--С = 0 
назовемь общимъ уравиешель прямой, зь отличе отъ других 
зидовъ уравненя прямой, изъ которых намь уже изввотны 


два схвдующи: 
у(ю— 2) — ву) — ба) == 0, 
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уравнеш!е прямой, проходищей чрезъ дв данный точки и ко- 
торое ниже будетъ выведено изъ общаго вида, и 


у = а2-ь, 


уравнеше, опредбаяющее прямую, когда изввемия уголь, ©0- 
ставлиеный примою съ осью э-въ и отрёзокь у-вь иди ордишиия 
въ начадь. Занвтимь , что послвдиее уравнеше прн комечиыхь 
значемахь коеффиШентовь ан, не пожегь выражать вовхь 
прямыхь, лежащихь па плоскости, а имено оно ие даеть 
пряных», параллельныхь оси у-въ. Въ самом авлв уравнеше 
прямыхь параллельныхь оси у-ВЪ 


а за, 


савдовательно не содержать члена съ у-мж; упачгожонте отого 
чиева въ общемъ выдё уравасши объясняется ‘вит, что коеф- 
ищенть при у-кб обращается въ пуль по когда уравиешо 
прязой опниеано в% раскрытонъ (ехриейе) ВИД, т. в, КОГДВ 
ораниата у опродбаепа; то чтобы уничтожняь этоть чает, доажло 
вернуться къ общему виду, т, ©. завышиь коефешиенты @ пб 
}, 


отношецани —в — в И Умноживъ па В ноломль В 


велвастие чего получаемь уравнен 


А+ = 0 пан ш=-- 
А 


Тоже саное можио выразить иначе: для того, нтабы изь рас- 
крытаго вида уравиеня` прямой 


у= 6246, 


получить уравнеше ирячой. ппрадлольной оси у-вь, доляию. вео 
уравнее ряздфлить па косъчищениь при 2-св, получи, : 


у р 
—=еч-, 
а а 


ПОТОиЪ ПОЛОЖИТЬ @ = © Н $=%, полагая, что отно 
есть величииа копечиаи, папрнизръ: #2, тогия получимъ: 


хат. 


#8 


Иль: хотя уравнеше: уззаз--о получено изъ общаго вида, 
30 есо пельзя сувтать общимъ уравпежемеь прамой, потоиу что 
общее уравноше иряшой должно при различных дёйствитель- 
выхъ и коночныхь значеняхь коефоищентовъ давать вов пря- 
хыл на плоскости, а выводъ такихь пряныхь изъ предыдущаго, 
уразненя соединень сЪ иокусотвеннымь пруемомъ, который. 
принимается въ геометрн только тогда, когда опь не противо- 
рачить друтниъ преламль пряныиъ. 


12. Напишемь предыдущее упавиви!е такъ 
у = 2 0а+5 


Я опредвяийть НЗЪ этого уравноша отрБВОКЪ осн абецие: от- 
свкоемый приною отъ начале (абоциесу в иачалв), Для точки, 
лежащей на оси абециссъ орднната рана пулю и соотьфтетвую- 
щая абенисса ви искомый отр'ёзокь, который означажт чрез @. 
опредвлится изъ ураниети: 


аще = 0, 

6 

отетода: | вы 
4 


ели эту величину тнигойся пиесемь въ предыдущее уравне- 
4 прямой, то уравиенбо примой дадимъ такой виде: 


у 
-«- 
& Ь 


т. в. для точек врниоЯ сухма отлошев1й координат, 
К оботвфтетвующийь отрёзкамв осей равииотси 
ФАНННИ В, 


Дзи отрёзковь в н В существуеть правило зпажовь ($3); 
отрзокь < считавтея положитедьныхь, когда’ оть паправлеть 
вараво ‘оть. пачала И отрицитрльшимь, ева онъ направавль 
вл6в0$ отрёзокь $ положительный, когда оть направлевь вверх, 
и отрицательный, когда паправлить виизь. 


13. Въ уравнеми 
у == аще 
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уголь = замвиимь утломъ, составляеныяь съ осмо 2-въ пер- 
пендикудироиь къ прамой, опущеннымь изъ начала, означал 
этоть уголь чрезъ ф. 
Для этого разсмотримъ четыре положены прямой: АВ, А’В, 
АВ’, АВ" 
1. а=ВАз, ф==РОт; шо ВАх == 90°-РОх, 


пл: а == 904 ф; оттуда: юа = —сиЕф. 

2. а-ВА’т, ф=Р’0е; но ВАР 0х — 00”, 
или: © = 9—90°, откуд ша == — во. 

3. а=В”А’т, ф=Р“ОА “+180; В”А’т==90'.Р”ОА’, 
ил: © == ф- 0", откуда: Ша == — в. 


4. а=В’Ат, ф-=960’—Р””Ох; но В’Ат==00”—Р”"Ох, 
на: в=ф— 70°, откуда: ве = — сор, 

5 Итакъ прн зовхь четырехь 
положеныхь прямой {хе должио 
замвнить чрез — уф он мы 

в получим  уравпеше примой, 
х умножая ого на эф, въ та- 
КояЪ ВН: 
Уи --аеозф—бзтф-=0. 


`Легко понять заачеше числа В. ф, Дай перваго положении 
прямой $этф-=ОВ .ваРОзе=ОВ . созВОР-=ОР; для втораго случия 
5;тф == ОВ.зШР’Ох == ОВ зтР'ОА’ = ОВ. созР'ОВ == ОР; дая 
третьяго случая 6зтф == — ОВ’эв(Р"ОА’-+ 180“) = ОВ'зш РА, 
== 05’. соз РОВ’ == ОР", для четвертаго случая ян 
08'51(360°—Р”'Оз)==ОВ’зтР””Оз= ОВ" сазР""ОВ’==ОР =. 
Итак 00 осъхъ четырехь случаяхь 6904 представляеть длину 
перпендикуляра, опужениаго изъ начала координать па прдную; 
эту длину» которая веогда положительная величипа , означимь 
чрезт, ри предыдущее уравнеме напишем такъ: 


Уз + 21605 ф — р = 0, 
ф, какъ уголь периендикулара съ осыо -въ, изивияотея оть 
9 до 36°. 
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Въ чисав предылущихъ четирехъ положемй праной не с0- 
держатся явяынъ образом тв положен, когда прямая парал- 
лельня одной изъ осей координатъ; но выведениое нами урав- 
пеше удовлетворяеть и этимъ случаямъ. ДЬйствительно, для 
прямой, параллельной оси у-въ, уголь ф равемъ илийд наи 180°, 
сафмоватедьно зтф-=0, а созу-=-=1 и предыдущее уравнене 
обращается въ слёдующее: 


= =р, 


+ въ томъ случа, когда прамая лежить вправо оть начала; 
—-› когда прямая лезить вдфво. Дам прямой, параллельной оси 


2ж-въ, 9=90° или 270°, савдовательно з19-251, а с08ф==0 
и предыдущее уравиеше ириинмаеть ВИДЪ: 
у=-Ь, 


++, когда прямая лежить выше оси 2-въ, — когда лежать пиже 
оси т-въ. Итакъ уравнене 

Утесов ф—р =0 
можеть выражать всякую прямую, лежащую па плоскости; 
этоть видъ уравненя прямой назовемь нормальныхь ураз- 
нен!енъ прямой, 


1. Покажомъ геометрическое значене выраженя 


узи + 2008ф-—р 

для какой-нибудь точки М, координаты которой ® и у. Пусть 
$. АВ прямая, разетолме которой отъ 

у уд начала равно р, а угодъ ро оъ овыю 

| ” за-въ равень $. Если зозьнемь точку М 
4 вн прдной АВ, разотояше ея оть 0 
означим чрез» ©, уголь © съ оеью 
& т-в, означимь чрезъ ©), то изъ прано- 
угольнаго треугольника ОМР имбень 
0208. Проекщя разстоныя о на пер- 
иепдикулирь ОН разояется наи 0508(@— 97), когда @ > 9, ви 
©`03(4-- @), когла © < ф; по эти выражая одинаковы, ибо 
косппуеь пе мъияеть своего знака при. перемвив зиака угла, С% 
другой стороны очевидно, что эта-проокщя ‘равияется дли$ пер 
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пендивуляра 2 + разстонше точки М отъ пряной АВ, когди точка 
М ложить на другой сторонв праной относительно пазала, или 
та же проекшя равляотсл р — разстожйе точки М оть прямой, 
когда точка М лежить по одну сторону съ’ пачалойъ. Поэтому 
если означимь разстолые М оть АВ чрезь +4, кола Ман 0 
лежать на разаичныхь сторонахь прямой, и чрезь —й, когда 
Мио лежать на одной сторонё, получныь въ обоих случаяхь, 
что проекыы о на ОМ риввяется р-+ё. Итакь ныбемь равепство: 
@с0в(ш-®) = р-+й- 
Раскрывая перзую часть, получемъ: 
о бми 
05050. совф-- оз. вар == р й 
иди: яоозф--узтф == Р-+й, 
откуда: В == уф 2608ф—р. 

Ютакъ удиф + 2с08ф-—р выражаеть разотоян!о точки (и3/) от 
праной АВ. Отсюда получимь слбдующее иравнио: Шели въ 
первую часть нормальнаго уравнен:я прямой выфето 
перемзяныхь коордицать ху зставииь координаты 
какой-нибудь точки, то первая часть выражнеть раз- 
стоян{е точки отъ прязой. 


15. Покожемь теперь: как» привссти общее уравноше пря- 
ной въ пориальному виду. Пусть косффищенты уравиешя 


Ат--Ву-+-6 =0 


АВЙствительцы я чнеха и положимъ , что ОТЬ умпожешя па ико- 
тораго множнтеля предыдущее. уравлеше дВлаотся тожестнеп- 
пыяъ съ сахующияь 
со: кузшфер = 0. 
Чтобы это тожество существовало, должно улавлетворить ра- 


венетван: 
мА = 608, В == миф. и = р. 


Изъ первыхь двухь”уравиешй получаем: 


и 


Эго уравяеше ‘опрёдваляеть множителя е, и’ мы ‘виданъ, что 
этоть множитель величина конечная и опредфяеппая, каковы бы 
не были дЬйствительных величины А и В; ибо знаменатель 
ГАЕВЕ при двйстаютельныхь ‘эпаченихь А и В не обра- 
щается въ пуль, искйочая того случая, когда инвемь соокупно 
А=0, В=0; по этоть случай певозможень,. потоиу’ что, полагая 
А=0 п В=0, обращаеть общее уравнеще въ нелбпое уравие- 
ве 0=0. Знакъ передъ кориенъ //А2-- В пап знака др должно 
опрелвлить изъ того усломи, чтобы величина р==— С былая 
величина положительная. Опродьлиюь зцакъ 42, нибожь ддя опре- 
двлены ф дза уравнейя Ао н ИВ-ЕзНф, которыя даютъ 
для ф въ предфлахь оть 0 до 360° одну опредбленпую д8- 
ствытельную величину; ибо каждое изъ произведей рА и мВ 
числопио мешбе едипицы, оба уравиеши ше противорвчагь одио 
другому, и по’дипиону еипусу и косипусу в% предфлахь отъ 
0° до 360” можно опредфаить только одни уголь. Такъ какъ 


множитель 6 равенъ —— то замфчаемт, что для при- 


ИА + В 
ведешя общаго вида уравиешя прявой. къ пормальному должно 
раздьлить, все уравнене на корень квадратный изъ суммы цва- 


дратовъ коефенщентовъ. ри перемфеныхь #.и У. 


Принёчан!е Г. оли положим, что ` коевфищенты А, В, С 
ипилье; то приведено общаго урабиешя къ пормальнону виду 
но посгда возможна; мы укаяжойт, здфеь только ца зоть случай, когда 
В==А 1; въ этомь случав А+ В* == 0, слбдозательно мио- 
житель де повозвожень и уравпеше Аз--Ву--С = 0 получаетгь 
тогда особое зналоне. Поснотриит, ‘что оно выражаеть въ этом 
случа? Манишень его, зашвиия В чрозь АР”: 


Аз АА +0 = 0. 


; С 
Раздалииь это уравцеше на А. и овначимь — х урозть 5, 


2+ =. 
Здвоь = кикая-нибудь пеличепа действнтельноя или инимая; 


вообще положниь а=а-Нор” 1, потому что ‘это выражен 
2 


нызему; 


Аплянт. Хкомтт. 
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означиеть веякую величину; тогда предыдущее уравеше разла- 
гается на два 
14 у=. 

Совокупность этихъ двухъ уравненй выражаеть, какъ ны 
видёли, точку, абоцисса которой 2=а, а ордивата у=Ь; 
поэтому инимое выражеше —__ 

+ —1 
называется указателем точки, абсцисса которой =, а орди- 
нота у. 

Йриивчан!е Ш, Когда общее уравнеше прямой приведена 

къ пориельнону виду, то оно напишется такъ: 

Аа В+ _ 

ИА? 
и по предыдущему разетояше какой-нибудь точки, координаты 
которой & и у’ оть этой прямой разияется 

_ А+ Ву+ С 

— Ими” 

Задвеь знекъ опредёлястся положешемь точки относительно 
прямой и начала, какъ было сказано выще. ‘очно также урав- 
нене пряной слвдующаго знда уз=ат--ф по приводешн къ 
нормальному принниаегь видъ 


и разстояще точки (2’ у”) оть этой прямой равняется: 
, С 
ИВ, 
И + 
16, Задача 1. Майти общее уравиоше пряных, 
проходящихь чрезъ одну данную точку. Пусть ’у’ 
координаты данной точки М; общее уравиеве праной 
Аз--Ву-о = 0; (4) 
чтобы эта прямая проходила чрез точку М, коордицаты он’ 
должны удовлетворять уравнению; 
Аж’ Ву =0; (2) 
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это уравцене между постоянными ведичинани А, В, 0, 2', у’ 
даеть возможность опредвлить одну изъ нихъ и исключить ее 
изъ уравнены (1); такъ, чтобы исключить С, вычтемь уравне- 
в (2) изъ (1), полузаемъ: 


А(-—=)-+В(у-у) =0 8) 


Вт этоиъ уравненши постоявныя А и В произвольны; или, такъ, 
какъ можно раздьдить все уравненю на одниь изъ коефенщентовъ 
Ак В, отяошене этихь постолиныхь величина произвольная, а по- 
тому уравпене (3), выражаеть веб пряныя, проходяшя чрезъ точку 
М. Отношене к по $ 15 равляется союф, гдв ф уголь перпен- 
дикулира, опущеннаго вз`ь начала на иряхую съ осыюх-въ; изифняя 
это отношене, мы застазлиемь прямую вращачься около точки М, 
потому что хаково-бы не было отпошеше 5, при =’ нуу” 
предыдущее уравиеые обращается въ тожество, слъдовательно 
прямая при 80%хъ различныхъ положенихь проходить чрезъ 
точку М. Уравнеше (3) нашитежь такт: 


(2—2) сов ф+(у—5') = 0, 
и замёняя уголь ф углонь @, ‘состеваяенымь приною съ осью 
х-въ, пнибенъ; сошф == — №0; а потону уразнеше примой, 
проходящей чрезъ точку М(2у”), пранямаеть видъ: 
у=@-ща , 
тд произвольная золичииа. 


17. ЗлдлчА М. Чрезъ данную точку провести пря- 
ную, параллельную данной прямой, 

Если данная прямая составляетъ угохъ 2 6Ъ осью 2-5, то 
`и параллельная прямая `составляеть съ осью а-въ тоть же 
уголь, а такъ какъ эта прамая должие проходить чрезъ точку 
М(а2'у’), то уравнеше ея: 


уу = ежа. 
сли уравнеше данной прямой возьшемь въ нормальномь выд 


2е0зф 5 узиф--р = © 
3» 


90 


и если искомая прямая находитея но одну сторону съ данною 
прамою относительно начала па разстояве оть ноя й, то урав- 
нешя ел: 
тоозф-узаф — (0+1) = 0; 
потому что для искомой прямой разетояще отЪ пачала равно 
РН 8 уголъ ф остаетси тотъ же. Воли же искомая прямая и 
данная дежать на различных» сторонах пачала, го доз изиБ- 
нить въ уравнены данной прямой утоль ф па фея, а р зам 
пить чрезъ --й-р и уравнеше прямой, параллельной диниой, 
нполучитси въ томъ же видЬ: 
26089 +узшф—(р-+-й) 0. 

18. Задлчх Ш. Провести прямую чрезъ дп дакпыя 
точки М(2,у,), М(а,у.}. {Уравлешю примой, проходлщей 
чрезь току М 


уф—и = #— 
гдВ ве неопредвленная величина; по такь какъ пряная должна 
проходить чрезъ точку М(т,у,), то коорднпаты 2, у, должны 
уловаетворлть предыдущему уравиенйо, а иотому: 

и = (едва. 

Этить уравношемь опродванется утодт © и поключай ве 
изъ предыдущихь лвухъ уразиейй, получаемь уравиеше иря- 
м0; проходящей чрезъ -двз данныя точки: 

у-и _ я 
ии вв 

Оспобонцая это уравиеше оть знаменателя, получаешь урав- 
нене: 


(о; т) — =(у.— 9) — (и 2) = 0, 
уралноше, полученное ‘нани въ $ 9. 
49. Задача ГУ. Найти координаты точки пере 
чешя двухь прявыхь Пусть: 
А з+Ву-+б = 0 
Азов = 0 


уравнешя двухъ пряшыхь, М точка ихъ поресфчени, 
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Такъ кант точка М лежнть па объихъ пряныхъ, то координаты ея 
должны удовлетворять обониъ уравнешямъ; поэтому, витая эти 
уравненя относительно хну получимъ искомыя координаты: 

80'— 08’ 


АВ’—ВА’? 


Когда знамелатель АВ’— ВА’ не равенъ нулю, то эти ®ор- 
мулы даютъ для 2-са и у-ка конечныя`и опредфаемпых величины 
и точка М действительно существуеть ; но котда 


АВ’ ВА’ = 0, 


а числители предыдущих дробой не равны пулю, то предыду- 
щы Формулы дають 2— и у=® ‚что показываеть, что пря- 
мыя паролаольиы. Действительно изъ посльдияго равенства по- 
лучаемь: у= уу, @ такъ аъ у-сошф, гд® фФ уголь пер“ 
нондикуляра къ прямой съ осыо 2-в%, то для обвихъ пряных, 
прямая, перпендикуляуная къ нишъ, одна и таже, & потому эти 
мрямыя параллельны. Отсюда услове параджельности двухъ 
прямыха, уравнешя которыхъ даны въ общемъ видв, ольдующее 


АВ'— ВА’ = 0. 


Пели же Ао, т6 предыдущи выражешт гиф 
прицихають ВИД иеопредвлениости 8. Очевидно , о Въ 
этомь случа уравнешя праныхь тожесхвенны; полагая ей, 
знлвжь, что второе уравиешю получается изъ первого, раздв- 
лизь ого иа постоянное чусхо ®, а потому домный уравпешя зЪ 
этомь озу В хредетавяя ют» 495 совладеця прямыя ; точками 
пересфчен тахнхь прявыхь можно считать воз точки важдой 
примой. 


90. ЗАлачА У. Найти уголь двухъ пряныхь. Дьв 
прямыя, пересфкаяьк, состаранють ‘4 углй, которые по два 
рапям между собою л также по два составажють дай прямых 
угла. Изъ эмихь угловь мы будень припевать за уголь двухъ 
приныхь чоть, который равешь углу ‘двухь периеидикуляровъ, 
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опущенныхь ва пряных изъ начала. Пусть пряный А и В перес®- 
1. каются въ точкв М и изъ пачала опущены 
у на пихъ два перпендикухяра Оа, 05; при- 
мемъ за паправлене прямой тотъ конець 
ел, который лежить вправо отъ оспова- 
ня перпениикуляра, при чемь полагает- 
сл, цто ны стониъ Въ вачалв коорди- 
нать и обращены лицомъ къ прямой; 
А дя прямой А направлеше вя будеть 
отъ ащь А, дя прямой В оть В кь В. Утоль этихъ двухь 
направлен! АМВ равепу углу @0, что и зашинемь так: 


х 


ба = @, В) 


Зафеь дал угла перпендикуларовъ правая Оа служить пача- 
лонъ; от этой прямой считается уголь по направлешю вявво 
ость начала, когда изнбряень уголь, становясь въ его вершииу 
и обращаясь лицом къ его отверстно ; точпо также дая угла 
(А, В) началонъ служить примая А и если отаненъ въ вершину 
угла АМВ, обратившись ‘апцонь къ его отверото, то, чтобы 
получить этоть уголт, долишо повернуть сторопу А влЯво, При 
направлеши угла отЪ пачала вхвво будень считать уголъ поло- 
жительныхь, при напразлеши угла оть пачала виразо будем 
считать уголь отрицательнымъ. Цьль этого обозначешя нанраз- 
лешя угловъ таже, какь и обозначешя направдоши отрёзкогь-— 
сообщить. нталитическииь выводам и равсужденяиь опредвлен- 
ность, устранить возможность ожвшать де величины, хотя рав- 
пыя численно, по различныя во положено. Итакф, означая 
искомый угозъ пряныхь чрезъ 7, а углы оси х-въ и перлепди- 
куляровъ, опущепныхь изъ начала на прямыя, уравиовя кото- 
рыхь: 

А&-Ву+-0 == 0 


А’е+В'у-+-0' = 0 
означая соотвтетвенно чрозь фи $’, инвомы: 


и =Ь, 
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Фо вФ _ ооо | 
Т--юовф  сбфрову’+1 


откуда: №1 (9 #) 


А А! 
па: що = АВЕ ВА. 
1-АА АА ВВ 


Йзъ предыдущих формуль получимь услове перпеидикуляр“ 
ности двухъ прамыхъ, полагал $ == 90°, ‘саздователью 07-0; 
такь какь коефонщеты общаго уравнения величины конмечныя, 
то очевидно дая 109—0 необходимо, чтобы 

АА’-- ВВ’ = 0, 
это равенство есть услове периендикулярности двухъ пряныхъ. 
Когда уравненя прямыхъ даны въ таком вид: 

у = ве 

у= а=-Ы, 
то получинъ: 

в'— в 
"Тая 
и услове перпендикулярности: 

1-е = 0. 
Когда уравкешя прямыхъ дапы въ пормальноиъ вид; 
5005ф + узшф—р = 0 


и: 


2с0яф’ + ушу’ р’ = 0 
то уголъ $ опредфляется уравнешемы = ’—ф и услоще 
перпендику тирноети: 
ф'—® == 90° ни ф-—ф = 970°. 

91. ЗАдлчА УТ Изъ данной точки опустить пер- 
пепдикуляръ на данную прямую и найти координаты 
точки пересёчен я порпендикуляра съ даниою прамою. 

Пусть уравноще дацлой прамой 

А+ Ву+С=0, 
а уравиен!е искомой прямой 
А'’т + Ву+б=0. 
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Упножимь послфдыее. уравнеше на З и зам$иниь по условно 
периеядивулярности произволеше ВВ’ чрезъ — АА’. Раядваив 
вое уравиоше иа А”, получать уравиеше периснднкуляра въ 
такомъ вид8; . 

ВС’ 
Ва Аужу =0. 
ит 
80’ 
Дробь м ость произвольная постоянная величина; озавтиюигь 
ве чрезъ 0’, итакъ уравиеше порнейдикулириой: 
Ва — Ау 6'=0, 
Если эта прямая должна проходить чрозъ точку (2), то 
Ва лин =О0. 


Искаючая съ пожовию этого уравнешя поетолитую величину’ 
С’, нибомь : 


В(+—<')==А(у-у) наи 


Когда уравиеше данпой прямой дао въ такомь вид: 
у = +, 


хо урависше порпецднкулярюй пряжи, проходящей зрезь дан- 
ную точку 


= 16-2) . 


У— 


Когда уравнеще врямой дано в пормальномь вид: 
пеозф-еукнф-р = 0, 
то уравиоше пернеидикуляриой примой, проходящей чрез 
данную точку: 
(в-в)зтр — (уу) сяф = 0. 


Найдомь теперь координаты точки пороефчени дернендивудляра 
съ прямою, Разотояще М(2’у’) оть прямой озиачиить призя #, а 
коордниати точки пореефчещи означинь чрезь @ и у. Разиость 
коордипать точки М в точки пероефаои воть проекций па 
соотвйтетрующую ось, а: иотому: 
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х'—в = д0ф, у -= Взафу 
откуда: @=4'—№с08ф, = У АзШф; во 
ь 2608 фч-узшф-—р, а потому 
2 = р — узшф.с03ф-+реозф , 


Я — 9'505*ф — хило. сов ф-+-ряще , 


Но по $15: созу=иА, зафеиВ, р-=— и, 


_ В — АВУ—АС 


отеюда : @ = Ех В ° 
А%'— АВз’— В6 
А. В | 
Когда уравнешое прямой‘ дано въ такомъ видв: 
у = а, 
то: © ии 9—8 


22. Задача УП. Коорлниаты вершииъ. треугоаьияка дапы: 
Ар у Враныф уе-5], ба, у 6, 
вай: 1° даиши сторошь треугольника а, Ь, ©. 2” Площадь 
треугольнака. 37 Уравиоте сторонъ. :4° Данны периепдикуля- 
ровъ, опущечныхь изъ начала па стороны а, $ с (Р„Рь Р.), 
углы сторопь © ‘осями в угаы треугольника. 65° Отрёзки,. 09- 
ставляеные продолжешини сторомь па осяхь координать, 


° ИКС ы = 
1. = о ИТ = и5б 

= р = Щи = 6 х. / 
= Иа ууу = И 76 

— Е 

Иа = ИР ИВ 

% Занят оравяхо при состаяден т зормуль дли размишихь частей зреугольниае 
когда ат одноН вормивы (иди стороны) мереходииь по порндку кт ольдуюясй, то 
координаты верит должко мблить о Ирутоднит ПОрОдиВ (351 Ва аа ив 20 95 па 1); 


ток соотавдемы пирийёниГ # и с но виуцяенно по «ежу ме праонду» ома. пение 
сало (30} уравиешю охиой сторошы 4, догко пиисвть ураяиояы стороць Ви в, 


в 
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2. = р; 
3'. Уравнени сторонъ: 
@....- 9(е.—,)—(у,—у,)— (ау) =0 уф 24-39=0. 
Ь...,. (= —2, уу) буги) =0, Бу—9е+ 8=0; 
е..... Иа, фт, )-(ьфг)=0. уч4е-11=0; 
4°. Приведежь предыдушя уравиешя къ пормальному виду: 
7 1 39 
“..... 7 у 75 я т > 0 
ь..... 5 + ы я = о 
710 ув и 
в. .+ь: 1 у 4 Ея Я о, 
ий ий ий 
39 3 1 
Откуда: РР. 55’ Ру ИЕ, Р. Ив . 
. 7 1 Фики» У рюикли 
ЗН РТ со, 5 ф=278' 750", (а,2) == 8 750 
5-8, сорны 9 р-=83056'40", (= 6055640" 
[168 1106 
тр Ро ор, фо = 141210”, С =юе 210" 
17 и 


^ 

2 

$ 
| 

= 

>” 
а 

8, 
| 


(8) = 52° 48' 50" =б 
бл-бэ_баащ ыы а 
(с, а) = (а, 2) — (©, ®) ==-05° 54" 20" 

+8 540" В 


(®) Кеди уголь друхь приныхь отрицатольный, то, по $20, угоз одноН изъ втахь 
примыхь сб урочироподошищиь наиравлошель другой. -нолонатольный, 
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5°. Уравнеше стороны @.....7-——24-39==0; полагая у=0, 
получинь отрфзокъ, сосхавляемый этою стороною на оси 2-вЪ 
оть начала : @,==39; полагая въ томь же уравнеши 2==0, 
получинь отрёзокъ на оси у-въ: — *. Точно также 


найдены Б.=1. б,у= —&; с в„= 1. 


23. ВллачА УШ. Найти площадь иногоугольника 
но координатамъ его вершин. 


Возьмень точку (= У) внутри площади многоугольника и 
соединииъ ее съ вершинамн мпогоугольника (2, у,), (2. №), 
(2; 9). .--(, у»). Площадь многоугольника равна суниб 
площадей треугольниковъ, на которые разделенъ многоуголь- 
цикъ, а ати площади слвдуонии : 


Че) — 2) + ут, 
р 


ет) — об + реа, 


Ут — ар) + ге . 
я 


У) — (фы --Ин) К бо. , 
р) 


Ус) — гы) + уст, 
3 


Складывал эти зыражеши, получииъ пяощадь многоугольника. 


Ибн) + ба) + ед... 
+ бьет, ан) -2.9,) | 
бы 2) + був) + ув в) +. 
Чьи ау, | 


р 


== | аб). + об) + аб). 
ни) +29, 
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24. ЗАДАЧА 1Х. Уравненм зрехъ прлиыхт даны въ 
общемъ видф; найти идощадь треугольника, состив- 
членаго ини. 


Пусть уравненй прямыхь слвдующия: 


..А'е+ Ву б=0, 


ый 


„Ата Ву = 0; 


(2:10) точка пересфчешя правых оп №, (1,у,} точка 
пересзчешя ‘пряныхь Би [", (2,9.) точка поресфчошя иуя- 
щыхь Ги", зогда 

ААС". 


в0'— св’ СА’—АС’ В6"— 00” 
ва” 


пис ВАи? 1 


“1 АВА"? 9 ДИВА 


во’ 0 бл АА 
отл = Ди 


Эти выражен дая краткости будежь писить т таком види: 


Фе ео 
АР" у 


609 09 0 А 
МТУ Ел вр я (В, „= 


АВ”) 


По ваиь уже изввотио выражеше площади треугольника ио 
хоордицатамь его верилить; вотазвляя в это выражеше иродыду- 
т зпаменя координать и замфаан, что 


(АВ) = — (А), 86) = — ©) итал 


подучьшъ: площадь треугольника, равляетол; 


о 
АА") о 


1 (80). (СА) (6 А”) 
2) [в5 (А) 
Чего вывести саБдуюнии равецетса: 
ААА ОА А АО НА ОВ" (ВО ] 
(СА’(А В”)--(АВ' {СА еА | А(В'С)АЬВ")-А "ВО | 
(СА’АВ)-(А’В"(С А) ==А’ | АВС) А СВ") АВС) | 


Сверхъ сего замчаемъ, что 
А (ВС )-+ А*(бВ”) + А”(ВС”) 
= АВ’0”— АО’В"+- ВС'А“— ВА’С”-- САВ"— СВ’А”, 


И Что это выражеше есть детерминанть (опредвлитель) савдую- 
щей системы величие: 


А’ В" 0’ 
А” В” с” , 
Детермипаига этой системы будель изображать въ також зндЪ: 
= 480”. 
Употреблия эти обозначены, получил: дая площади треутоль- 
энка слздующее выражеше: 
| У=АВ'С”|* 
2(АВ’) (АВ”) (АВ”) 
Заивтимь, что это выражеше будеть иесообразно, когда 


или (АВ’) =0, или (АВ”)==0; наи (А’В’”)-=0; 


ло мы видван (Зад. ТУ), что каждое изъ этихъ равенствъ есть 
условю параялельности двух» приныхь ; НОНЯТНО, 410 въ эконъ 
случаВ зреугольникъ пе существуеть, поэтому и площадь его 
левозножиа. Нредыдущее вырижено обрашаетея въ пуль, когда 
Х-АВ'С" 0, н пи одно #зъ зыраженй (АВ), (АВ”), (А’В”) 
ие равно пулю. Посябдиос условю указываеть, что пряпыя ие 
парадлельцы Н по совпадають; а потому плошаль треугольника 
пожеть быть равиа кулю, если три прямыя проходать чрез 
одну точку. Итакъ разенотво ХАВ’С”-=0 еоть усло, что 
три иряныя проходят чрез одву точку; объ этомь условш ны 
будеть говорить нижо съ большею подробпостыо. 


Пусть 2, ’, м” три множители, обращающе облия уравне- 
мя праныхь въ ворнальных? 9, 9’, ф” углы, составлление 
нернондикулярамк къ тренъ прямымь съ 965ю 2-вь, наконець 
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р, р’, Ю”’ соотафтетвенныя длины этих перпепдикуляровъ. По- 


множим» и числителя ип знаменателя предыдущего выражешя 
площади па дм“ и“”; замфчая, что 


ии’и"Х 5 АВ'О”—= — Х-+60зф вм". р” 
— [и’зтф'— ф)-рт (рф) +" 9) 
== р. миа”) ну’ фр”); 
а ви’ (АВ’) == (созф . миф") = зи’), 
ии" АВ") = (с0ф ‚Зшф”) == зн”), 
ви’ АВ”) == (возд вв") = в”), 
получниь, что площадь треугольника равняется; 


рат (’ 9) + р”. ибо) +: риф |" , 
2.зт(ф—ф’) (д ф). 1 (ф —Ф”) 


о 0 
№ = И = — 6 © 
ох 2. 
д" ф = 1) = — 4, В 
Г У 
ф-#= (11) =- 60 


и предыдущее выражеше пдощеди прининаеть одвдующ лид: 


5 2 ре 
| р. зв, Г”) р”. вЫ", Г) р” 19 | 


Ч 2 7х 
2 и (Ё, Г) . зд (Тв (Ти, ТР") 


) Поль знаионь (№, Г} равумфонь утоль двужь призыхы ТА и И, пачалой 
этого узи. едужить дриная 17, 


з1 


ПП. Свойства ПРЯМЫХЪ, ПРОХОДЯЩНХЬ ЧРЕЗЪ Одну точку. Сзой- 
СТВА РАЗЛИЧНЫХЬ ПРЯМЫХЪ, ПРОВЕДЕННЫХЬ ВЪ ТРЕУГОЛЬНИК. — 
УРАВВЕЮЕ ПРЯМОЙ ВЪ ТРИАИНЕЙЛЫХЬ КООРДИНАТАХЬ: 


#5. Возьненъ уравнения двухъ прямыхъ въ нормальшомь видв: 
20084 + уф — р=0 
2608" узтф’— р’=О. 


Буденъ изображать первый части этихъ уравиешй сокращенно 
зрезь АиАр т: ©. употребляя знакъ тожества (==), положниъ: 


А 


2оозф-+узтф—р, Астер’; 
хотда предыдуцИя уравненх напишень так 
А =0, А = 0 |6) 


Если въ А подетавимъ зифето х и у коордипаты какой-либо 
точки (2’ у’), то выражеше А 7 продотазлтеть разотолн!е 
этой точки отъ прямой А; точно также А У) предотавалеть 
разстояне точки (2'5’) оть прамой А,. ели точка (у) 
находится на равныхь разстоямяхь отъ прямыхь Ан А,, то 
получимъ: 

А де 0. 


Пусть а’,у’ перемвицыя коордниаты зебхъ точекъ, равио- 
удазенныхь оть объихъ пряныхь Аи А, , тогда уравнеше 
геометрическахго мвста этихь точек: 


АА, = 0. [6] 


Но изъ геометИи извзстпо, чго геонетрическое мфото точек, 
равноудаленныйк оть двухь прямыхь есть прямая, проходищая 
зрезъ, точку пересфченя пряныхъ и двлящая уголь этихт, пря- 
мыхь поподаиъ; отсюда: уравнене{{2) есть уравиене равно- 
АЪаашщей угла двухъ прямыхъ, 'Такь какь дей пряжмя, пере- 
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сфкаясь, образують два разанчныхь угла; то должно отАнчать 
дв пряный, дваяиця тоть или другой изъ этихъ углов поно- 
ламъ ; уравнево (2) выведено вь тошъ предположеши, что раз- 
стояня точекь равиодвлящей озъ.двухъ праяыхь ныють одиь 
и тьжо Зинин $ отоюда легко видьзь ($ 14), что точки ранно- 
дваяшей должны лежать нлн внутрн угла, обращеннаго - своплеь 
отверецень гъ началу няй внутра угла противонололигаго. Дж 
точекь, лежащих внутри другаго угла на равных  ризотов- 
зхъ оть прямых, знаки этихь разетоявЙ различные ; отоюда 
видимь, что уравиеше равподфаящей смежитаго угла: 


АА = 0. (3) 


26. Диз прамыл, двлиния пополань два еможныхь узла 
между. собою пернепдикулярны , слфдоватольно уравцени (9) и 
(3) предетавляоть лв взаиниопериендивулириыя прузыя. Дока- 
женъ это предложеще а, ройемогГ; для этого разсиотрииь каж 
дое изъ уравненй (2} и (3) отдвльшо. Уравиешо 


А-А=0 


вообще пе иззеть того вида, вотерый МЫ ИАЗВИЛЫ пормальиыльт.у 
10 мы видфаи, что ножпо опредвайть ипожетоль д ТНК, чтобы 
ураваене, дапвое в общемт, ВИД, приняло ВИДЪ пормилинага 
уравнешия; нуеть отъ уппожеши на д первая части обращиетея 
вь А,» ГД 


А 


ф”’ есть уголъ ой ж-в, н перпеядикуляря, опущелваго иаф ии 
чала координать па равиодфаящую, р” длина этого перивиди- 
куапра. Такъ какъ по предположению 


вА-А : 


ра (ео ф-— 6084) + ув) и(р-у’) 
асов" узи р", 


а пез” узи” р", 


А, 10 


откуда: 
фе(вовф-— соя") бов", иа(зиир-—вшф) ==”, и(р--р’етр". 
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Изт, первыхь друхъ уравненй получимь: 
шоу сое © т, и== 1 
2 За 


э- › 
2 


знакь 2 опрелёлается какъ было показано въ $ 15. 
Положинть также, что оть умпоженя на ураваеше 
А-А, =0 
принимаетъ пормальный вилт А, = 0, тд 
А; = 2005” -- учи” — р”, 


ф” уголь оси ж-въ и перлевдикуляра, опушеннаго нзъ начала 
па равподёлящую емежнаго угла, р’”’ — длина этого лерпенди- 
кулира. По положено 

иАНА,) == 4,, 


слфдоватольно 
2,2 (608ф-- 084”) тете) и. (р-+р тео" Нузтф""—р"". 
Откуда: 
ро (совф--еозф”)-= сова", ри (тчате"навнир", де (рчыро=р"". 
Изь первыхь лвухъ уравиеви получим 


+9 1 
= ЕЕ ‚ 


о ву" № 


это уравдеше показываеть , что перпепдикуляры къ равнодёлявтиит 
взапино перпендикулярны, саёдовательно и равподвляиия между 
собою пернопдикуаярпы. 
27. Возьненъ тбжо уравноны двухъ пряных: 
А ==0, А;=0 


Апазит, Гкомит. 
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и на плоскости этихъ прямыхъ точку @5); ознаиеь презь Ё 
отношеше разстояый точки (а’ У") отъ прямыхь А к А,, т. е. 
положижь: 

А ео 
А, 
если это отношене инбеть знак =. то разотоншя Точки ОтЪ 
примыхиь ИМБЮТЬ одипаковый знакъ, олфдовательно точка ложить 
внутрн угла, обращениаго сволиь отверомень къ пачелу, иди 
внутри угла прогивонозожнаго; если же в миветь зинк» — . то 
точка ложить внутри одного изъ смежныхь угловь. 

Уравнеше 


=% 


А—&А, =0, 
въ котороиъ 2 н У приинмаются за персяфивыя, предетаваяетт 
геометрическое ивсто воъхть точент, разстояши которыхъ А п А,» 
находятол въ постоянномь отионни, Тикь кок 

ААА, =0 
уравнеше первой степени съ двумя перомваными, то гвометри- 
ческое ивото точекь воть прямая; а танф какъ эзоду уравнению 
удовлотворяють тв зпачешя х и у, которыя одпозрелению 
удовлетворяють уравнейянъ: 

А==0 п А, ==0, 


10 эта прямал имветь общую точку въ пряными А. м А, ниаче 
проходигь чрезъ” точку ихъ поресвчешя. Отиошеше  иройз- 
вольно, ноэтому уравиеше 
А—#4,=0 

можеть выражать всякую прямую, проходящую чрез% пероевчо- 
ме праныхь А и Аз; вода это отпощеше равио пулю; 10 
уравиоше обращается п, Д==0, н прямаи, проходящая чрез» 
точку пересёчешя двухъ праныхь А и А,, еовпедаоть съ 
пряною А, Чтобы совийетить эту пряную съ примою А„, должно 
въ предъидущемь уранпеши положить й == 30; дВЙетвительно, 


паписавъ предъидужее уравяене въ такомь видЪ: 


А 
150 
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и положивъ Кох, получииь уравнеше А,=0. Итакь когда 
прямая вращается виутри угла двухъ прямыхъ, около точки ихъ 
пересвченя, переходя отф одной примой къ другой, чиоло Ё 
измьилется отъ нуля до безконечности. 


28. Для уравнешй трехь праныхъ, проходящихь чрезъ одну 
точку ` 
А=0, А,=0, АО, 
метко найти такихъ множителей, чтобы первыя части, будучи 
унмножены на этихь множителей, давали ВЪ сумив нуль; дВЯ- 
отвительно 


А.(-П-+А, А+А-ЬАЕЕО. 


Вообще, вели для трехъ уравнен!Н трехъ праныхъ, 
даниыхъь въ общемт вид 


0=0, 0,=0, 
существуюту так!с постоянные иножители й, #, .й,, что 


ВВ, = 0, 


то три прямыя пересвкаютсл въ одной точка. 


Вь самомъ дЪаЪ, положивъ, что предыдущее тожеслво еуще- 
отвуетъ, зиномъ для ТВхЪ значен!й & и у, которыя обрашають 
въ вуль Пи 0, {слвдовательно. дан координатъ точки пересйче- 
ия пряныхь Он 0,) и 0,=0, т.е. что координаты точни 
пересфчешя двухъ первыхъ прямыхъ удовлетвортють и ураз- 
нео 0,= 0, олёдоватольно точка лересвченя двухъ первыхь 
примыхь хеждух и па третьей прямой, иначе, воз три прамыя 
проходать чрез одиу точку. 


99.’ Выведемь услоше между коеффишентами трехъ уравне- 
в1Й трехь прямыхь, проходищихь чрезъ одну точку. Уравнешя 
трехъ пряныхь зозьиень въ общень лид; пусть 

О = Аз-Ву+0, О,== А’е+-В’у--0”, И, -= А”азьВун-0”. 

Такъ какъ выражен 


КОНЕ, НО, 
р 
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должно равияться нулю, пезависияю огъ значе хи, т6 
получиить: 

ВАНА, А НЕ, А” 

АВ +В’ +1, В” —=0 

ЕО, С-В, 0" =0 
Но изъ теор уравнений первой стецони со иногимя понзизстныме 
изввотио, что когда вторыя части этихъ уравнешй, цуди, то 


опредвлитель этой системы уравнен равель пулю, саЪлдова- 
тельно: 


Х-АВ’С“=-0. 


Это равелетво есть услоше поресвчешя трехъ ирпиыхл, въ 
одной точив, 

Мы ужо видфлн, что опредфяитоль = АВ’О", будучи уипо- 
жень па производеню иножитолой дер”, обращающихь облия 
уравнени въ пормальший видь, тожествонь съ сдёдуюнить вы- 
ражешекиь: 


У 3 и 
ров”) -+р'эй\ р”, В) ран, 1); 


поэтому условю трехь праных 1 №, |", проходящих чрозь 
одну точку, можно пяразить закы: 


Ч ро оч 
рва, "+ рэ, В) р”зшСЬ, [Г 


0. 
у Это. уравиеше можоть елу- 
и.” жить бъ выводу  заичатольной 
>. тоороны ВЗарииьона. Пусть О, 
>. ” СГ’, С’ три пряный, проходя 
—> чрезь одну и луже точку 0: 
в т, О — пнчазо коррдицать, Эзитоо 


произвольно на паоековти. Уголь 

СХ «т #1 > 

ро” (61), уголь БОБ == (БЫ), уголь БОБ == — (М). 
Поэтому предыдущее равепство паннинаит такь: 


р КГС”) + рнОЬ) = р’аГО 
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На праныхь Г Г Г” возьиемъь отрезки Си, ба,, Св, такь, 
чтобы на этих отрезкахь можно было поетронть поралдело- 
грань, даговаль котораго Си,; одить изЪ отяхъ отрьзковъ 
волелетв!е послрдвяго условия остается еще произвольнымъ. Изъ 
параялолограмма Сцльм по извфстной теорем тригонометрия: 
Са С, Си. 
ва (ГО) вв(ОЬ) ^^ зыбь) 
Отсюда видимт, что 
эв(ЁСГ”) =4.Си, вщГ”ОГ) = А.бщ,,  зПКОЬ =А.бч,, 


тдВ А постоянное отношеше, а потому 


р.ба-+-р”би, р". би, 


Дли выражещя этого равепетва словами, ны должны заниство- 
зать нвкотормя, вирочемь весьма заемелтариыл, оввдешШя иЗЪ 
Отатики, науки о равновзом спаь. Въ этой паужв доказывается, 
что воли’ двБ онлы, дёйствующи подъ угломь, изображены 
хторонами паралаелограмиа, то дДаговаль этого параллелограмка 
изображаоть равнодвйствующую снлъ; далбе произведеню 
онды на разстоаню ед оть какой-либо точки даотен назваше 
нонента еплы отпосительно этой точки. Ма основаши этихъ 
обтъяснешй теорема Вариньона выражается такъ; монентъ 
равнодвИствующей сиды отпосительно какой-либо 
точки, лежащей въ плоскости внаъ, равияетол сумив 
момеитовъ силь составляющих. 


30. Изъ теоремы, изложенной въ $ 26-шь, можно вывести 
весьма просто’ заювчатольыя слвдетыя. Так, если возумень 
порнальтая уравнелйя трехъ прямых, составлиющихъ взаймы“ 
нвпгь поресвчошюмь троугольшикъ, 

А=О, А,=0, А, 0; 


то. уравиешя равиодвляихихь угловь этого греугольйина суть: 
А,--А=0, АА =0, А, АО, 


и 


Церпыя части этих трохъ уравиенй, будучи сложены, дають 
въ бумиь пуль, слбдовательно фри равиодьяляция внутрен- 
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нихъ угловъ треугольника проходять чрезъ одпу 
точку, которая, какъ извьстно изъ Геомотр!и, воть 
центръ окружлости вписанной въ треугольникъ, 


Если возьиемь уравнеше равнодвлящей внутренаяго угла 
треугольника и два уравненя равводфлащихь вишие углы 
треугольника, ве сиожные съ первымь внутрециныь, то эти 
уравненя инвютъ слвдующий видъ: 


А.А, 0, АА 0, АРА=О. 


сли сложимь первое уравнеше съ третьвиь и вычтемь изъ 
Фумны второе, то получимъ тожество; озкуда заключаемь: дв 
равподвляш1а вифшнихъ угловъ треугодьипка съ 
третьею равнодвлящею внутрени! уголь, несможный 
съ первыни, сходятся въ одпу точку. 
31. Кеды изъ ураниешй трехъ сторогь троузольшика: ВС, 
АС, АВ, которыя соотьбтетвенио суть 
А=0 А, =0 
составимь сявдующи: 
ААА, =0, 
— ААА = 0, 


А+ А, А =0; 

то первое уравнеше принадлежить прямой, проходящей чрозъ 

э. пересёчешо примыхь А, ==0 
и А.А, ==0 и также пря- 
ной, проходящей чрез ие- 
ресвчеще прамыхь А==0 
и АРА, == 0 н чревь ио- 
ресвчеше прямыхь А, == 0 
Ао+ А, ==0; сявдовательно 
эти три точки (а, бо с.) 
лежать па одпой прямой, 
Отсюда получниь савдую- 
щее предложошо; осли 
раздфлимь зн шие 
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углы треугольника пополамъ, то пересвчен!я равно- 
дваящихъ этихъ Угловъ съ противоположными ©торо- 
нани чежать вс на одной прямой. Второе уравнеше 
принадлежить прямой, проходящей чрезь пересвчеше пряныхъ 
А, = 0 и А,+ А, = 0 к пряшой, проходящей чрезъ пере- 
съчеше прлмыхь А, =0 и А, А, —=0 и пряной, проходящей 
чрезъ пересвчен!е пряныхь А,-—=0 и АА, —0; елвдовательно 
эти три точки (@ 5, с.) лежать на одной прамой. Отсюда по- 
чучимь слвлующее предложоше: если раздвлинъ два вну- 
треннихъ угла треугольника и одинь внвши!Й, ие- 
снежный съ первыми, пополанъ, то пересбчеша ран- 
нОДдВлящЩихь СЪ противоположными сторонаяи тре 
угольника лежать на одной прямой. 


Третье и четвертое уравиеня выражают туже теорему, 


82. На основаши предыдущей теоремы прямая АА’, дёлищая 
впутреный уголь А треугольника АВС пополамъ, пройдет 
чрезъ точку А’, пересвченю праныхь, 
дБаящихь два вывшнихь ума В иб 
пополам; также прямая ВВ’, дьлящая 
знутреный уголь В пополамв иройдетъ 
чрезъ пересвчене В прямых, двлащихь 
виъшие углы А и С`пополавъ; прямая 
СС’, двлящая внузрелий уголь С попо- 
ламъ, пройдоть чрез пересвчеше С’ 
прявыхт, дваящихь визите углы А н В пополаиь. Но прашыя 
АА’, ВВ’, СС’ хакь равподфляшия виутреннихь угловъ прохо- 
дять чрезъ одну точку О и кромВ того очевидно, что эти пря- 
пыя соотввтствепно перпеудикулярны стороваль В’С”, С’А”, А'В’ 
треугольника А’В’С”. Поэтоиу разопатравая посльдий треуголь- 
никь, получаемь теорему: перпендикуляры, опущенные 
изъ вершииъ треугольника на противоположныя сто- 
ропы, пероовкаютоя въ одной точк», 


83. Чрезъ вершины угловъ треугольника АВС проведем 
пряный, соотвфтотвенио параллельный противоположным» сторо- 
ламь треугольинка. Жоли уравнеые оторопы ВС, дну. которой 
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озвачииь чрезъ а, въ нормальночь видв А=0, а разстояще 
м, точви А оть ВС равно №, то уравие- 
ше пряной В’С’, параллельной ВС: 
А-4=0 (см. $ 17). Точно такж 
означая чрезъь №, разотоще В оть 
АС, чрезъ №, разогояще бо оть АВ, 
уравиешя пряныхь А’О’в А”З’ суть 
соотвтуетвению; 
А,—=0, А.— № 
Но озличая стороны треугольника чрозъ @, 6, ©, а площадь 

его чрезь „1, инвенъ: 


2 
=, в, = 24, == 

Итак уравцешя прямыхь В'0’, А'С’, &'В' вуты 
ВО. А 0, вы В=9, 

а 
А'(’.,... А. ши В=0, 
А'В’..... Ат = 0, ви В,=0. 

с 


Поэтому уравнеше: 
В, — В, =0 
представаяетъ прямтую, проходящую чрезъ точву А зочку ив 
ресбчешя прямыхъ А’С’и А’В; по тоже уравиеше ножио па- 
цисать въ таком вил: 
БА, — А, = 0 
и предотаваяеть пряхую. проходящую чрез точку А, Точку 
пересф'нумн прлмыхъь АС и ЛВ. Итакъ предыдущее уравиещо 
есть уравиеше прямой АЛ’. Точио также пайдомт, что уравно- 
пи 38’ и С0° соответственно суть: 
СА,— ВА = 0, @А-А, = 0. 
Посявдня три’ уравиезы, будучи сложены, днють в® суниб 
пуль, куда заключает, что прямыя АА’ ВВ’, & 
трезъ оду точку. Сверху того очевидно 


проходя 
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Аб’ — ВС |. 

АВ’ = В6 

т, е. прамыя АА”, ВВ’, СС’ делят стороны треугольника АВС 

пополашь. Отсюда получаемь слёдующую теорену: прамыя, 

соединяющ!я вершины треугольника съ середннани 

противоположныхь стороиъ, пересфкаются въ одной 

точка. Эта точка, какъ иззнотно изъ Статики, ость центрь тя- 

жести площади треугольника. 

З. Пусь уравнешя трехь сторонъ а, 5, в, треугольника 
АВС въ общель видв суть: 

9=0, 0 


откуда: Аб’ = АВ’, 


0, 0,=0; 


докажеиь, что уравнеше всякой прямой, проледениой по нлоско- 
сти треугольника, можеть быть выражено въ савдующемъ. видь; 
АП, ФО. $0, = 0, 
тв А, ‚7 постоянные коеффищопты дая одиой и тойже прямой. 
Пусть: О,-=Аяж-+-Ву-+0, 0, А’ уно”, О, А’еьВ”у+С”; 
урявиеше произвольной праной возьиоль въ общемь вид®: 
авдуче = 09. 
Дан того, чтобы сумме произведоый зыражейй 0, О, П, на 
коеффищенты А, 2, т, будучи приравиена пулю, давала урав- 
иеше, тожеетвениюе съ послвдинит, пообходиио : 
ДАН ИАА" = 
АВ-иВ’ + УВ" = 
А+ в’ уб”= 
Отсюда опредвляемь коеофищенты А, де, 
— 4970" ЕВ иоА А у-+(А’В”—В' А. ив 


В" В6”) + 


+ «(ВА”— АВ”) 
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Эти алгебрическ!я выражены ковофитщентонь А, д, У невоз- 
НОЖИ ТОЛЬКО ИЪ ТОМ случав, когда 
> АВ" 0; 
ко такой случай здВсь ме можеть инбть мбола, ибо, какь ви- 
двли, кослднее уравнене выражаеть, что ирамыя О, 0,, 0, 
перосвкаются въ одной точкв. 
$35. Такъ какъь общуя уравиешя сторонъ треугольника: 
=0, 0,=0, 0,=0 поередетнонъ мнолителей 0,» 9х у © 
могуть быть приведены къ пормальвымь А.=0, А,==0, А,=0, 
полагая ОП А, О =А,, 60,= А,, то предидущее 
уравнене прямой можно написать зчить: 
й р у 
АА А, = 0 
о $: В . 


пли, такъ какъ А, №, >, произвольных числа, таксы: 
АА ид, + А, == 0. (0) 

Когда уравноше прямой дано ть этомъ видё, 1, д, " числа 
опредфяонныя, то можно найти положеше прямой относительно 
прямоугольныхь осей координамь и’привести предыдущее урав- 
неше къ пормальюну виду: №=0. 

2603, ут, — № 
со, -+ ув, — №, 
Дот 2005. + УЗ, — 
Ъ = асов, + уз, -— 


Пусть 


и пусть © иножитоль, обрашаюций уравиешо (1) зъ 1-0; +. с 
ОА НВА, +4.) 


Изъ сравнешя коеренцгелтовь вв этонь тожествевиомъ ураи- 
нени получимъ: 


© (А создд -- рооовох, + 7с08%,} = 609%, 
оДэтф,+ пят, -— узту,) = зто; 
(Ари ар р) = 1. 
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Изъ первыхъ двухъ уравнен!й, возвышоя ихъ въ квадрать и 
скаадывая, получимъ: 


ний ЭАисов (и) -- ЭАтоов(, фо иусов(Ф,—Ф,) | =1. 
Откуда: 


1 
6==— 
и исов (фр -АУооз(ф, 9+9 изоов (р, — Фа) 


Знакъ © опредфляется такъ, чтобы выражеше разное р, было 
воложительнымъ. Опредвдивъ, ©, мы находинъ изъ предыдущихь 
уравленй: 039, , Яир р. 


Перельиныя величины А, А, А», инвющя то евойство, что 
уравцене первой степени между этнми величинами есть урав- 
неше прямой, называются трилишейными координатами 
Точки; эти величины, какъ вамъ уже извзетно, суть раастоя- 
я точки (2) оть трохъ сторонъ треугольника, уравненя 
которыхь суть 

№-=0 А,=0 А,=0. 

Понятно, чт0 когда треугольникъ данъ ий на плоскости ‘его 
дана точка, то трилнпейпыя коордниаты этой точки ‘опредвлены; 
также: если дани дв кобрдинаты изъ трехъ (Аь, А,, А,), то 
точка на плоскости треугольника опредблена. 


Уравнеше прямой 
АА РА, А, => 0 
пазываогся уравпешенъ прамой въ трилинейныхь ко- 
ординатахт. 
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Щ. Пучекь праныхЪ. _Апгармовнческов отполиетия.—Глрмо- 

ПИУЕСКГЯ пряныя»-— Пучекъь ПРЯМЫХ $5 СОСТАВАЯЮЩиХЬ НИвОлЮ- 

чию, — Пьможетя прЕДЫдУШИХЬ ТЕОМЙ КЪ ПРЯМЫМЪ, ВРОВб- 
ДЕЧНЫЙЬ ВЪ ТРЕУГОЛЬШИЕВ. 


36. Мы видьли, что соли пормальныя урависшя прямых“, 
1 и Ё, соотьфтетвенио суть: 
А=О и А,-=0, 
то уравненю праной №, прохолящей чрозъ нхь пересфчешо, 
А,— АА, =0, 
вдв № есть отнюношо разотоний какой 
анбо точки прямой Г, оть № и Ё, т. © 


&=——^; №0 изъ чертежа  выводимь: 


О 0х 
МР, =0М 5), МР, ==0М зо, ,); поэтому 
__ зи (4% 
эт С №) ^ 
Возьмемь третью прямую №, проходящую чрезь неросьчее 
твхь же пряныхь; уравпешо этой праной: 


А,-К А 0, таб йе 8 


Четыре зраныя, проходящих чрез одну точку, си 
пучекъ (Гавссйа} н для такихь примыхь отаощешо 

Е т). на) 

д зщ) т 0. 
цазывается ангариолическииь отношонтонь (*) четырохь 
иримыхиз для краткости ангарлоническое отиисшо четырехь 
праныхь №, Г, Ё,, 1, будемь писаяь так 


№, Ё, Ё,] 


С Сподав, Арона ВЫоеие, рико 34. ВгахеЙо 1887. 


"АВА, 
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31. Пусть уфавиешя четырехъ прамыхь, составаяющихь 
пучекь, даны въ слёдующемь общень внд®: 

У,—=0, У,=0, У,—4\,=0, У—м\у,=0, 
найденъ ихъ ангирионическое отношене, Положняъ, чго о, но, 
суть множители, обращаюние первыя два уравиешя въ нормаль- 
ный видъ, т. е. 


2\= А, ФУ А,, 


Опредьливъ отсюда У, и У,, находимъ, что уравнешя четы- 
рехъ прамыхъ нотутъь быть написаны въ такомъ ВДВ: 


АО, АО, А, ФАО, А, А=0; 
в е 


й 


. А 
а отсюда ангариопическое отнотеше ихф равшо — - 
р? 


Возьмемь ураваошя четырехъ пряныхт, составллющихь ‘пу- 
чекъ, въ болве-общенъ видЪ. 
0—#0,=0, бб, =0, 0—2 0,=0, П-—ш,=0, 
Очевидно, что эти уразиеня предотавляють тамя четыре 
прямыя, которыя проходять чрезъ пересбчеше пряныхь, ураз- 
нешя которыхъ 


С 


=0`и 0,=0, 
слвдовательно. эти четыре примыя составяяють пучекъ. Подожинь: 
. — — и 
0—0, =У,, 9—0, =У,, 
н опредвлияъ отсюда О, н 0: 
ВЛяАл ам. 
А. № А—в 
Вставляя эти выраженя 0, я 0, полузинь уравнены че- 
тырехь прямыхъ в№ь такомь выд: 


, О 


о, 


4— 
у 0.. 
им, 


Отеюда виднит, Что погармоцическое отношеше четырехь 
прязыхь равно 


У=0, У, У У ==, У, 


› 
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38. Когда: А, Е, В, №) = — № то правый В, В, РЁ, Ь, 
называются гариопическими и самое отношеше получаеть 
каззаые гармоническато отношен1я (*). 

Еели уравлешя четырехь прямыхт, составаяющихь пучект, 
даны въ таконъ вид: 

У.=0, У,=0, У,—2\,=0, У-рУ 0, 
10 для того, чтобы эти уравненя принадлежали гармопеческииь 
й : 
прямымъ, необходимо == — 1, волфдетые чего самый урав- 


невя гармонических прямыхь суть 
У,=0, У,—=0, У.—1УМ=0, У,44У,=0. 
Отсюда, какъ частный случий, выводних, 90 дп оторопы 
угла, еъ прямыми, дВяящиин этоть уголь и смежный съ пиль 
пополань, находятея въ гармопическомъ ` отиошентн, 
потому что, кахь вид®ли, уравнешя этихь прямахъ суть: 


АО, АО, АА 0, АНА, 0. 


Итакь, если раздёлимъь прикою Т, уголь двухъ пряиыхт 
1% и ы пополамь и изь вершивы проведонъ периендикулярпую 
13. 1, кь прямой №,, то пара праныхь 

1, | находится въ тармопическомь 


г отиотены въ парв пряных Ё, Га. 

По должно замутить, что это построб- 

и ще ость частный случай постровшёя 
5 цы = гармопичоскихь . прямыхь, 


Когда ‘уравлешя четырех прямых даты в такомь ЗНА 
О,-—,=0, м0, Пра О, Кузина 0, 
то усломе гарночвческаго отношения этихъ прямыху, олвдующее: 


или по сокращении; 
и Аи), иди = 0. 


(#) Цазоавуо гарнодическато зичнинозцн летрумцется ще у дрециамь геометрл. 
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Этимь уравнешемъ опредфлается одинъь изъ коефвишептовь по 
тремъ остальнымъ, которые произвольны, а потому видим, что 
для составлешя гармоническаго пучка МОЖНО ВЗЯТЬ произвольно 
три прамыя, проходяния чрезъ одту точку; четвертая опред8- 
литол изъ иредыдущаго уравнешя. Иначе: если дана пара 
прамыхъ , то вара прамыхъ, гарнонически сопря- 
женная съ ‘данною не виоли® опред лена; — положен! е 
одной изъ прямыхъ искомой нары можно взлть произ- 
ВОЛЬНО, 

39. Положинь, что пара прявыхь (Ш, гаржонически сопря- 
жена съ парою Ш, и что мы изывыяемь позожеше прязой Г, 
обращая ее около вершины пучка и найдем: какъ измвняегоя 
при этожь положеше праной [,? Уравненя первыхь двухь 
прямыхь ВОЗЬЯВЯЪ ВЪ нормальном Внд®: 


...А-А, 
5-4. А.А, 
Изъ третьяго уравнены получинь: 

эт (&Ъ,). 
в (М 6}? 


> 


изь четвертаго: 


— 0), 

э (1, 
изъ «равненя этихь двухъ выражен А получимь услове 
тармоническаго пучка въ таком ВИД: 
вт (В, Ё,) в за (№, Ь,) 
вщ (С, 1) ^ вш (, ,) 
т, ©, для гармоническихъ пряныхъ отношенуе синусове 
двухъ углов, составляоныхь пряичии первой пары 
съ одпой изъ прямыхъ другой пары, равияетсл обрат- 
ношу отпошен!ю синусовъ двухъ угловъ, составяяе- 
ныхъ тёми же прямыми, съ другою прямою второй 

пары. 


=0; 
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ели принять празнло знаковъ дли обозначеши угловъ, то, 


какь бы не были расположены прямыя №» №, №, №, имбемь 
всегда: 


м оч „ох 

(1) + 4) = 41) 
ДвНогвнтельно: возьмель па плоскости пряныя Ё,Ъ,; пряная 
14. Г, ножеть лежать внутри угла, состав 
ляемаго данными направяошями прянихт 
их их 
у нь тогда очевядио (Г, №) 2%, 1) 
= (№[,); прямая 1% можеть ломать 
внв этого угла на одной отороп съ пряной 
т, мы Ъ; тогда (1 + (.Ь,) 


а 
=@. м № но ([, 0 т, н мы 
получижь тоже равонетво; прямая Г, можеть лежать ви угла 
пряныхь №, н Г, на одиой сторопв съ 14 относвтельно 1,5 
>. 


р к и их 
тогда (М) + Ь,) == (6 Ь,); но (№, 
получииъ тоше равенство, 

Употребляя указанное геомегричеекое  томеетво $ условно 
четырехь гаряонлческохъь прямых» дасмтъ саБдуюний ви: 


== и) и мы 


м 


их 
эт (1, ИВА Е } 


ы 


эт (РА, эт б. № 
фазвертыввя сеннусы сумит, приходим кф слбдуютиему уразневю: 
сов) се) + вов (Л) = 9. 
и 
Можио всогда полагать, что уголь (Ы№,) но больше примаео; 


положить также, что Т, зелить внутры этого остраго угла, тогди 


@ь) 


р 
— (.1,} в предыдущее уравнешю папишень ‘а 


ит т > 
Зеощ@Ь У = вазы, --вошбыТ, 
откуда саблует, что 


ря —. 
сэ) > сов Ь), к 


о и 
(т) < (1), 
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что показываетъ, что прямая Г, ложить вив остраго угла (В). 
Если положвиъ,. что уголь ([Ла} прямой, то подучимь: 


ры р 
(р) = Ч); 


25 
слбдовательно прямая №, дФлить ‘уголь (М) пополам; это 
свойство гармоннческаго пучка известно намв изъ предыду- 
щаго $. 


с 
Положимь тепорь, что уголъ (№, ), который по предыдущем 
р», У ч» р т ущелму 
уравненно опредвллется такъ: 


Ро о Ро 
сои) == вов) + Зее, } , 
уволичивается, первая часть поблёдияго уравнения уменьшается, 


сабдовательно соз(,1»,) умонынаотся, а уголь (1) увели- 

чивается, т. е. еелн пряная 1, удаляется отъ 1, ‚ тои №, уда- 

дяется оть №, и какъ скоро прямая {,, совпадеть съ 1, уголь 
2х. 


р о 
(1,1..} двлается раввыйъ (ТТ) и 
О 
ош = — во), 


0 Рав 
что похозываеть, что углы (№ 1,) и (4Ё,) въ суши еосгав- 
ЧяюТЪ . два прямыхЪъ угла; следовательно ; совпадаетъ съ 
противоположнымь нанравленемь  ираной 1,,. Полагая, что 


уголь (1,1.) уменьшается, слвдоватольно прямая 1, прибаи- 


жаотся къ 1,, получимь, что п уголь (1, уменьшается и 
прлиая Г, приближается къ №,,`и. когда прямая №, совпадеть 
съ Ё,› то и примая Г, совпадеть съ №,, дЬйствительно когда 


р 
(Ё,Г)==0, котаптенеь этого угла равенъ безкопечности, а для 
того, чтобы зторая чиоть предылушего уравномя обращалась 


вь безконечиость пеобходиио (до. Итакь когда одла 
изъ прамыхъ пары, находящейся въ гарионнческомъ 
отношоши съ другою‘парою, приближается къ одной 
изь пряныхъ другой нары, то прямаи соприженная 
©ь первою примою’ приближается къ той же примой. 


Авляит. Свомнт, 4 
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Нётъ надобяости разсматривать тоть случай, когда прямая №, 
лежить янв остраго угза приныхь №, и [,, нотоиу что тогда 
1, завиеть ивсто прямой 1. 

ЛО. Такъ вакъ пара прямыхь не опредфаяетъ другой пары, 
находащейея въ тарионнческохь отпошени съ первою парою, 
то иожно найти пару прямыхь, которая была бы въ гармоннче- 
скомъ отношеши съ двуия данными парами. Пусть уравиени 
двухъ данныхь паръ слвдующи: 


ль т... ИА, 
мо ЕО В... вт 


а уравнешя искомой пары: 


АЦ, =0, 
0, — м0, = 0. 


Коефоищенты Аи, А А, а дояжны удовлетворять слёдующииь 
двумъ уравиешянт: 
И 
Зы — Збы-ио) бни) + Аи =0, 
1 - 
Аи, — аб) не) + ди; 


эти два уравнешя опредфляють суниу пн произведешо коофаи“ 
зцелтовь Аир: . 


3 им, — Ам) 
и 
уни) — Ян, 
ри Ао бд — р +), 


@,-+ш) 


поэтому опредфаяють каждый изъ этихъ коофуийентовь, Можеть 
случиться, чо Аи д, опредфляемыя изъ этих уравионй, 
будуть пан величины равныя, или ииимый; зъ такомъ случа 
искомая пара будоть иметь особенное геометрическое значе 
там ве менфо аналитически талая ипра существуеть. Изсавдо- 
заше раввыхь н инимахь значенй Ан { упрощаотел, если 
возьменъ уравнешя четырех пряныхь 8% такомь видё: 


+ ш) 
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п =0 Ц.... 
Пи =0 В... . 
Чтобы перейти от» прежнихъ уравнен!Й къ этимь, стонть только 
положить А,==0, 4» = 0; тогда уравнешя для опредфлемя 
Аир суть: 


о — 2:0, 


1+ и=0 


д А 
Такъ какъ въ этомъ случаВ А н д суть корин уравнены: 
®— Ам, =0, то равные корвя могли бы быть когда или 
А, =0, или р, =0, т. е, когда одна изъ праныхъ второй 
пары совпадаеть съ одною изъ прямыхь первой пары; тогда 
искомая пара, для которой получииь 4==0, р==0, будетъ 
состоять изъ двухъ совпадшихъ прамыхъ, совпадающихь съ 
тою же прямою первой пары. Этоть случай самь по себф ничего 
не выражаетт, но показывастъ только предзаъ, къ которому 
преближается пара гармоническая относнтельно двухъ даяныхъ 
паръ, когда одна изъ прямыхъ второй пары приближается къ 
одной изъ ирямыхъ первой пары. Если же А и м не’ равны, 

то изъ предыдущихъ уравиенй изжвемт: 


АИ» в= — ИА, ми А = Иша, р Яды: 


Условю двйотвительцыхь значемй дай Л и м состоить въ 
томъ, чтобы А, и д; НиФан одипаще знаки, что’ геометрически 
выражаогся такъ: праныя В, и |, должиы объ лежать внутри 
угла праныхт 1, №, нан 065 лежать вн этого угла, Если же эти 
усломя не выполияются, 70 имеем : 


А = — 1 м= - ат, 


тдВ а чнело дЪйствительное, и уравиешя пары исконыхъ пря- 
мыхъ суть: 


9—0 и 


Первое уравиен!е разлагается па два 0. =0.н 0,=0, коко- 
рыя должны существовать. совывотно; савдовательно первое урав- 
ненше прелотаваяеть точку нересвчейя прямых 1% н №; второе - 

4* 


0, на = 0. 
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ураввеше представляеть ту же точку. — И такь вт, саучив 
инимыхь злаченй А и м мипиая пара обрашастея въ точку 
пересвченя данных прамыхъ, чо вподЕ’В согласно съ еныюламь 
задачи, 60 въ задачё положено, что инипыя АВВ нрлимя ДОЛЖНЫ 
проходить чрезь точку пересйченя давпыхь прямыхь, поэтому 
эта точка, кокъ даннал, не ножетъ быть воключена изь решены, 
хотя самыя прлмыл певозможиы. 


Д4, Три пары прянихл,, проходящих чрезъ одну п ту же точку, 
составаяють ннволюную (*), когда можно пайти четвертую цару, 
которая была бы ть тармоннческомь отпошейн съ кавдой изъ 
данцыхь парь. Цусть ураваешя дапныхь трех паръ сазлуюаия: 


| У Е У АМН. УВ. 
1... МУ ао, Ч. Ура, И. Уа---р,У . 


Уравнея искомой пары : 
1,,,,..У АУ, =0, 
т... .Муси\, = 0. 
Услови задачи ириводлтея къ савкуюиуитит, треть увавне тЫ 
Зи — Учи) (А) + Аа, ==0, 
Ан) ди) + А = 0, 
А — А, Аи) +, == 0, 
Искаючая изу, этихь уравношй Ар и АД, получциь услоше 
инволюциг щости дащныхь прямых в слвдующемь вид 


не) а м) був) и, (№) = 0. 


Изьр этого уравиешя выведежь олёдетие: ноложиву : 


нивемь : 


{#) Понте об5 пиволняии, какх и синый термииь приадлолем, Дезарту, зракнуз- 
скияу тронотру, родвишенуея въ Аш въ 1593 и уморшещу в, 1680. Пощедь аи 
эиесь иго Монжещь своего и, 
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т. в, если изъ трохъ паръ пряныхт, составалющихь 
инволюц!ю, двв пары прямыхъ обращаются каждая въ 
одну прямую, то получаемыя такниъ образонъ четыре 
пряныя паходится въ гармоническомь отношен!и. 
Когда уравненй трехъ паръ праныхъ паписаны 3Ъ такомъ энд: 
м 0, [№ — А, =0, | А, =0, 
А, =0, ПА, — А, =0, ПА, — мА 0; 
то уеломе инволющи этихъ трехъ парь получается изъ иреды- 
душщого уравнен!я инволющ!и, полагая: № ==0, 4 =0; 
поэтому дял уравненй написанныхь” въ таколь вид®, уравнеше 
инволющи слздующее; 


им: — в, =0. 
Припоминая значены, которыя инвютъ коеффишенты А, дел А (6% 
ВЪ этоиъ случаз, напишенъ уравнеше иНВОЛЮШИ ТаКЪ: 


ви (№) зо (6,} вт Л) ви Ты, ) 
эта (1) 5 -,)  вш Та) ва) — 
Пь этомъ уравнены можно занбнить пару (№, ) нарою (151), 
потомъ пару (1,Ё,} парою. (Ты1,); лавать образошь получинъ 
еще дви уравнешя, выражающия также’ свойства. инволющи. 
АЭ. Уравиешя трехъ паръ празыхь, составлающихь инволю- 
цю, можно написать въ таком вндв: 
У, М, =0, У,—У,=0, У, = 0, 
У, = 0, У У, = 0, У,-АУ, = 0; 
дйствительно пара прямых, уравнешя которыхъ 
у, = У, =0, 
цаходитоя въ гармоническомь отнощени съ каждою изъ трехь паръ. 
сан положимъ: 
6, п, 
А А Ш 
10 получиит : 
=, — №) № — У, , 
= (А, — 20 У, — № — 0 У, 
0, =, —2) № — 54, — 19, У, 


%. 


з Уч 
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и отсюда получииь, что выражешя 0, 0, Ш, удовлетворяють 
хожеству : 
ОО, + 0, =80. 
Опредвляя же У, и У, по 0, и Ц, и ветвваяя ‘ихь выражент 
въ уравнены первой пары, потонь опредфляя У, и У, по 0, и 0, 
и вставляя ихъ выражения въ уразненя зторой пары, какоцень 
опредваля У, и У, ю Ч п (0, и вставляя ихъ выражешя въ 
уравиешя тротьей пары, приводииъ уравненя трехъ паръ пря- 
мых, соотавляющихь ипволюцю, къ слёдующему виду: 
№ =0, 0, ==0, [, =0 
и 0 0, _ 0 и п о: 
. , =9; 
в № № в 
не при этомъ должио существовать тожество ; 
О, +0, + (, =0; 
ковфФищенты же ., м5’ №, Находится въ сафдующой зависи- 
мости отъ Д,- 4,5 А 


и отсюда видимъ, что величины этих косе олтонь произволь- 
вы, Пусть 0, @; ©. буть мпожители, обращиющие первыя три 
уравненя въ пормальный выдъ, т, ©. пуеть 

© бо == Ав @, 0, = А, 6 0 = А; 
тогда уравнешя юсти примыхь, составляющихь инволюцио , 
.... Але 0, .... А, =0, Щ.... А, =0, 


А, _ 4 А; _ № 
.. о... 
в 0. о бь 
подъ усломель, что: 
№ в А, 
9% в 


Изъ этихъ уравиешй получнит : 
Аб эн: (№) де _ ма СЫ) де, _ и С) 
2 Зи (Ь)’ р ЦБ)” вы эт ИЬЬ,) 
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Перемножая эти уравнения, получим : 


эт (41). вв (№. 1,) „ва (5,) 4 
за а.о. яв О.) яв (1) ^ 


Это уравнене есть тоже услоШе инволющи шести прямых; 
можно перенбнить въ нем № на Ё,, или Ё, на №,, или Ё, па Ё, 
и такая перемёна не нарушить свойства ияволощи шести пря- 
мыхь. Отсюда получить еще три уравнены, выражаюнил тоже 
свойство шести прамыхъ. 


Приложен!я, #3. Если на плоскости треугольника АВО 


возьмемъ точку Р, соединимь в© съ вершинами и при каждой 
15. 


вершин, предотавииь пряныя четвертыя. тарионическя къ тремъ 
пряиымт, исходящимт изъ вершины, то полагая, что уравнешя 
сторон треугольника даны ВЪ нормальномъ ВИД: 


ВО....А, =0, АС....А, = 0, АВ... А, = 0; 


получижь уравнешя прямых: 


(4 А 
АР... 0, ВР... °=0, СР... 
в @& 


ый 


а уравненя гарионическихь прямыхь: 


=0, Ас’... 


в 


=0, АВ 


® 
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но мы ижвемъ тожество : 
Ао, 
@ 4 @ 4% @ ен 
сльдовательно прямыя В'С”, А’С’и СР пересвкаются въ одной 
точев 0’. Отсюда подучииь слблующее предложеше: Если 
произвольную точку Р плоскости треугольника соеди- 
нимъ ©ъ его вершинаин и при каждой 13% вершинъ 
постропиъ четвертую гармоническую; то гармоничеентя 
прямыя проведенный изъ двухъ вершиянь треугольника 
пересвкаются въ точкв, лежащей на прямой, соодн- 
пяющей точку Р съ третьой вершиной. 
Разсмотринь савдующИя ураваепй › составленных изь про- 
дыдущихъ. 


первое уравневе предотавляеть прямую’, проходящую чрез 
зочку поресёчешя прямыхь ВС и В’О’т. ©. чрезь точку @, и 
также прямую, проходащую чрозъ точку пороовчешя прямых 
АСнА С’, т.е. чрезъ точку 5, и также чрезь точку порвефченое 
пряныхь АВи АВ’ т. е. чрезь точку с. Отсюда сявдуеть, что 
эти три точки лежать на одной прямой н мы получаем елздую- 
щее предложоше: Юсди какую-нибудь точку Р; изятую 
па плоскости троугольника, соодилимь съ его зорши- 
паши и при вершилаху построимь четвортыя гарионы- 
ческ1я, то пересвчеши сгоровь треукольника с% гар- 
моническими пряныини, проведенными изъ иротивонолож:. 
ныхъ вершинъ треугольаика, дожать па однов иряхой, 
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Второе уравиеше представляеть прямую, проходящую чрезъ 
точку пересвчешя прямыхъ ВС и В’С’ т, е. чрезф а, также 
прямую, проходтную чрезъ пересвченю прямыхь АС и ВРт, е. 
чрезъ 5,, и текже прямую, проходящую чрезъь пересвчен!е пря- 
мыхь ЛВ п СРт.е. чрезъ е,; сябдовательно эти три точки 
лежать на одной прямой. 

Откуда получаемъ слвдующее предложеше : 

Если хакую-нибудь течку Р, взятую на плоскости 
треугольника, соедивниь съ вершинами и при верши- 
нахъ построамъ четвертыя гармонически, то пересв- 
чен1и двухъ сторонъ треугольника съ двумя прямыми, 
соединяющими противоположныя вершины съ точкою Р, 
лежать ца ‘одной прямой съ переефчен!енъ третьей 
стороны в гармонической праной, построевной при 
противоположной вершин. 

Третье и четвертое уравчешя выражають, что точки 6; а, е 
ложотъ на одной пряной и точки 6 в, @, лежать на одной 
прямой, 


Послфдняя теорема даетъ весьма простой способ» построешя 
четвертой гармонической кь тремъ прямынъ проведешенъ однихь 
16 лриныхъ. Пусть АВ, АО, АД дан- 
2 ныя прямыл; изъ точка, взятой на 
одпой наъ пихъ, напримрь Р, 
проведемь свкущя ОВ и ПБ, 
получинъ четыреугольникь ВОЕЕ, 
о въ которомь проведемъ магокали, 
А ю зи пересвченю этихь дюгонадей 
точку Р соединимь съ верлииюю А, АР сесть искомая четвер- 
тая гармоническая. Положим, что АВ, АР и АС даиныя праныя, 
и что точка Р взята на прямой, лежащей иежду прямыми АВ к 
АС, тогда построошо четвертой ` гармопической слвдующее : 
чрезъ Р проведешь обкущи, точки переобчешя вхъ съ двуня 
лапнымй примыми еоедйиияь прямыми ЕЕ в СВ, которыя по 
продолжени пересвкаются въ тоткв. О, соединяя 0 съ. вершниою 
А, получииь чотвертую гармоническую АГ. 
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ЛУ. Теперь выведемь одно предложеше, которое послу- 
жить къ построенно ше- 


сти прялыхъ ‚ состав- 
лающихь ниволюнио. У- 
равненя трехь сторонъ 
треугольника АВС 


ВС,... А, 0, 


произвольную точку Р 
соедниииъ съ воршинан 
ин, получинь прямыя АР, ВР, ОР, уравнепы которыхъ 

А, А 
м А 


7 


АР.... 


а 
Уравнеше произвольной прямой ПЖ, поресбкающей ето- 

ропы треугольника въ точках с, 6, а ножно написать 

такь ($ 35) 

№ А А, 


и 
& а в 


9, 


Ооединииь точки а, $, с съ тошою Ри докажемь, что урав- 
пешя праныхь: аР, БР, сР суть: 


а, 1.А, А. 

ра 

Е ба о, 
а. [А А 

ира = 
т т, 9, 

вР.... А, Неа =0. 


ША а 


Изъ тото, какь эти уравиоши написаны, мы видимт, что они 
зыражеють прамыя, проходяюдя чрезь бочку Р; но кромф того 
детко видёть, ‘что. эти’ уравнешя можно преобразовать въ влв- 
дуюции, имь равпозпачущя : 


аР... 


Ао а й 
АА, А, 
Абай 6 о 


Аза, 4 ет о 
а, 4 М" 


Въ этомь вид первое уравиен!е предотаваяегь пряную, про- 
ходащую чрозь пересёчеще прямыхь ОЕ и ВС, т, в. чрезъ 
точку а, второе уравнене представяяетъь прявую, проходящую 
чрезъ пересёчене ОЕ и АС, т. е. чрозъ точку 6, третье пред- 
ставляеть прямую, проходящую чрезъ переевчене прязыхь ОЕ 
и АВ т. е. чрезъ точку с; откуда олвиуеть, что написанныя 
нами уравнешя дЪйствительно принадлежать прянымъ аР, 8Р и сР. 


Полагая : 
А А, А, А А. А 

о о о _ 2 
В ВЫ 


имемъ вопервыхъ тожество : 
№ + и, + в =0 


а уравнешя написанныя наши принимаютъ видь: 


АР.... Ц =0, ВР.. =®, СР. 
0, а, о, @П 0 в 
. - Р.... и... =! 
А 1, ы №, № °, ы ® И 


Но уравыеши, написанный въ такомъ вид и удовлетворяющия 
лредылущену тожоству, по $ 49 предотавляють прямыя, состаз- 
анюшя ниволюцио, что и выражаень слфдующимь предложешемь: 

Когда какую-набудь точку плоскости соединимъ съ 
верщинами треугольника и оъ пересёчен1 ями сторонтъ 
его произвольною прямою , то соедивяющ/я пряныя 
СоставяяютЪ инводю ци. 
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Пусть ОА, ОЗ, 00, 09 и ОЕ иязь данныхъ прямыхт; чтобы 
18; построить шестую прямую, со- 
т составляющую съ пятью дайтьии 
ниволюцио ‚ персефчемь три 
изь этихь прямыхъ сткущею 
вь точкахь А, В, 0, и чрезь 0 
проведень прямую, пересвкаю- 
5... ШУ оетальный дв прямыя въ 
А в е точкахь Он Е}; веди соединнкь 
А съ Ни В 6 Ю и продолжнмт пряныя АЕ и. ВО до пороев- 
чешя въ точкв №; то соединяя Г съ 0, получимь шестую ири- 
ную ОЕ, составляютую съ дапнымн иятыо инволюнло. Когда 
точка Р лежит па нересвчеит дагоналей чотыроугодьника АВабу 
и. 710 выфето мости праныхь, 
составаяющихь — паволюнИо , 
получимь четыре АР, ВР, СР 
н СР, сафдоватодьно дьв изъ 
этихь о прявыхь совиадають 
въ двуни изъ остальныхь; по 
ве таковь случа но $ 41 эти 
четыре прямыя паходитея ть 
тарпорическойь  отпошеши. 
Отсюда получаем» ольдующее 
предложее: Исди треугольинкь перообчень прлхою, 
боединимъ д1агоналями точки. иоресвчешя двух ©то- 
ронъ съ противопозожиыии верщинаии и поресёчене 
магопалей сосдипииъ съ вершецани треугольника и 
съ поресфченяни спкущей прямой со сторопани, то 
получиитъ четыре гармонически прямыя. 
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У. Координаты прямой. — УравНЕНЕ точки. — Точки ГАРИО- 

НИЧЕСКЫЯ И ТОЧКИ, СОСТАВАЛОШЯ иНВОЛЮЩНО; ВЫРАЖЕШЯ ИХЪ 

КООРАДННАТЪ. — ОдиорРодныя КООРДИНАТЫ ТОЧКН Н ПРЯМОЙ. — 
ЗАадАЧИ. 


№8. Въ уразнешя прямой, которое напишемъ въ текомъ внд%: 
из + зу + 1=0 1, 

коеффищенты в и ©, ностолнные для одной и той же прямо, 
служать къ опредвлонню положены этой прямой; при переходв 
же оть одной прямой къ другой эти коефеищенты изибняются; 
потому величины м и © называются координатанн прямой, 

Если сравнимь уравнеше (1) съ уравнешень пряной, напи- 
саиной Въ Такомь видъ: 


2 у 
Св: 
а В 


въ которомъ, какъ извёстно, & я В означнають отраки осей отъ 
рачала координатъ; то видимъ, что 


=1, 


1. 5 1 
= о 
а’ р 


т. е. координаты прямой равилотся обращеннымь величинам 
Фоотьвтетвующихь отрезков осей „ Взятыиь сь обратнымъ 
зпакомт. 

Л6. Положниь, чо между перемвиными координатами прямой 
существует» слвдующее уравиеше первой степени 

Ая - Ве + б=0 (2); 

найдомь зпачеше отого уравношя, т. е. опредваинь общее 
свойство вовхь пряных, координаты которых удовлетвортоть 
ураввепию (2). Уразноме (2) содержить диф перенмшыя в и ®, 
поэтому одна изъ пихъ` пронзвольна, я другая находитсй въ 
зависниости оть первой; опредфаял © изъ ‘уравнешя о (2), 
находимъ : 


и внеся эту величину о въ уравиешще (1) получаиф уравцеше 
вовхъ пряиыхъ, координаты которыхъ уловаетвораютъ урав- 
ненпо (2} 

(Вз—Ау в—бу+В=0 (3). 
Озевидно, что всв прямыя, выражаеныя эми уравиешент, про- 
ходять чрезь пересвчене двухь пряныхт, уравнешя которых 


Вх — Ау-=0, бу—В-=0. 


Слёдователью вов прямыя проходить чрезь точку, коордипаты 


А В 
которой: в= 7-0. 


Отсюда видних, чо уравнеше 
Аи + В +6 =0 
опредфалеть точку, коордипаты которой 


А 
"= 1-8, 


& потому предыдущее уравнеше первой стеисии можду поре- 
ивиными коордисатани пряжой есть уравнев1е точки. (*) 

Легко видЬть, что дяя полученя коордниать точки из» урав- 
Нея ея, должно послёдпему уравнению дать текой виду, чтобы 
часнъ нозависят!й отъ ви х быль равень одниии, тогда коор- 
диваты точин равны соответотвенио кобрищентамь при жи г. 
Наобороть если координаты точки в и © уппойлиеь на соотаьт- 
ственныя координаты прямой и и ©, къ сумив производешй при 
дадшть едипнцу и всю сумму приравияень пулю, 10 полузиниь 
уравиюще точки 2ъ такомь выде: 


а + 1==0 @ 


Уравпеще точки въ этомь выдв будемь называте пормальнымь 
уравненсиъ точки, 00 получеетея изь общаго уравнешя 


{*) Шазь пазутаеть твое уриоцено бдааот ин рави, ббо. зар, раке 398, 
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точки (2), когда раздвлимъь его на члень  независлний отъ 
переивнныхъ. 


Л6. Изслвдуемь общее уравпене точки: 


Ав +В +б=0 


1°, Когда А==0, 0==0, получить о==0; припомнная значене— в, 
какъ обращенлой величины отрзка оси у-Вф, ВИДНМЪ, 10 этотъ 
отрЬзокь равенъ безконечности, откуда заключаемъ, что этотъ 
случай предетавляеть точки безконечно-удаленныя по направле- 
но оси у-въ; абсциесы этихъ точекъ произвольны, ибо величния 

А . 
абецисоы 2 = р ВЪ этом случа неопредвленная, 

2%. Когда В=0 п 0-0, получниь точки безконечно-удаленныя 

по напровлешю осн х-вЪ; ордниаты этихъ точекъ произвольны. 


83°. Когда А—0, получимъ точку, абоцисеа которой пуль, а 


В 
ординаха равна | - 


4°. Когда В = 0, нолучимъ точку, орднната которой нуль, а 


А 
абецисса равиа 5. 


5°. Когда С==0;. перемфаныя координаты праной удовлетво- 
ряютъ равенству 
Аи В =0; 


откуда ВИДИМЪ, ЧТО ЭТИ коордипаты иди обращенныя ихъ вели- 

чины, отрузки на осяхь, иежду собою пропоршональны; позтону 

всё прямыя, коордипаты которых» удовлетворяет предыдущему 

равенству, между собою парпляельны и общал точка, чрезъ 

которую оиё проходить, лежнть въ безконечности. Итакь пре“ 

дыдущев уравиеше есть уравиеше безконечно-удаленной точки. 
В7. Когда уравеше прямой дано в такомь энд: 


Оз + Уу+1=0, (5) 
тАВ Ци \ постодиныя и данныя величины, то раздаирь его 
па //0*-+У* приводим сто къ. порюальному. виду ; 
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02 + Уу-1 
ИРУ 

Желн же подставимь Въ первую асть вывсто персивипыхь 
= в у координаты даюной точки (а, 5), т0 получинь разотолне 
точки (а 6) оть прямой (5) 

Ца + У -+-1 
уравнеше же точки (в, 6) слвдующее: 


ваш -1=0, 


Отениа сафдуеть, что разетояш! о точкн (а, 5) отъ пря- 
ной (0, У) нолучнтся, когда первую часть порнальнаго 
уразнеш!я точки раздфанитъ па корень квадратный из 
суниы квадратовъ пороинвиныхь и позавииь въ полу“ 
чепное зыражен1е вывсто персмтипыхь координат 
прямой даниыя координаты прямой. 

8. Нусть 

Ата № +1=0 
А. 
уравиешя двухь точекь (@ ©) н (@, 8); приная (0 У} пахо- 
датсл оть точин (@ 6) на разстозыи 
АР 


И 
а оть точки (, 5,) па разстожии 
дл %п 
и У 


Поэтому если прямая должна быть па райныхт, разотоятяхь 
оть точекь (@ В) и (а, В), 0 ея координаты долишы удовло- 
тлорять уравяенио 


В ние + | =0 


А—А 0. 


Это уривпейю есть уравпошо точки» чрези  кохорую проходить 
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вс прямый, иаходяняся на равныхъ разетозняхь отъ объихь 
хочекь (@ 6) и (а, 6,), это уравнеже инфетъ слвдуюний видъ: 


(@ — ди (6-5 )0-=0, 


поэтому по 6$ 46 выражасть безновечно-удаленную точку; 
дъйствительно только точка, лежащая въ безконечиости на пря- 
ной, соединяющей дов даппый точки, можеть нывть то свойство, 
чтобы вс$ прлныя, проходянци чрезъ нее, находились оть Авухъ 
данных» точекь на равныхъ раастоящяхь. 

Если разетолйя точекъ (@ 6) и (4, 8,) отъ праной (0 У) 
хотя равкы, по иМЪюЮТЪ протнвоцедожные зиаки, то координаты 
прямой должны удовлетворять уравненю : 


А`-+ А, = 0. 
Это есть уравнен!е точки, чрезъ которую проходятъ вов прямыя, 
относительно которых точки (#6) и (а, 8,) аежать на рав- 


ныхь разотолшяхь, по на различныхь оторопахъ прямой. Урая- 
пеше этой точки приводится къ такому виду: 


в+ «4 +6, 
в # 
“тв 


отсюда сидимъ, что координаты этой точки 


ва, 


поэтому эта точка лежит па прямой, соединяющей точки (а 5) 
и (<, 6,), въ середнив между пиме; мы. будемь называть эту 
точку середииною точкою (рой тЩен). 

19 Кели между уравнентянн трехъ точекь 


П=0, 0, =0, Ц, =0 
существуеть тожество: 
+ В, + 0, 
то три точки дежать ин одной прямой. 
Координаты прямой, проходящей чрезь точки И=0 и Ц, =0 


удовлотворяють этинь уравиешянь, & потому велёдетвю преды- 
АлАлит. Твоннет, 5 
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дущаго тожествя удовлетворяють к уравнению 0, ==0, сл®до- 
вательно прялая проходить н чрезъ точку [,=0; отсюда видимт, 
что эти точки лежать на одной прямой, 


50. Если уравьене двухъ точекъ би 1 
А =б нА, =0, 
то уравленя 
А -— А А, =0 

есть уравнеще точки 3, лежащей вв прямой сосдиляющей 
точки 0 и 1; действительно координаты прямой, соедицяю- 
щей точки 0 и1, должны удовлетворять и уравиеино А== 
и уравиепио А,=0; поэтому  коордиоаеы этой прямой удовас- 
трорлють уравветю: А,—АА,=0. Отношен!е разстони! этой 
хочки 2 сть точекь Он 1 равно 4. Разотот» какой-либо 
прямой (С У} оть точень А, = 0 нА, = 0 относитен какь 


т 
№ м А, Т); если жо эта прима проходить чрезь точку 
8. то координаты ей удоваетворноть уравнению: 
ий 
АВ По; 
ит и 

откуда: А Р.А ИМ. 
оли же проведемь примую зрезь току 9, то имболь: 
0: а 1 = АИ П.А, 7) > 08 
откуда 


05: 18 =, ч. ит, А 
Координаты этой точки © получи 
если подетазить ь уривиеито ел вибето 
Ан А, лыражсия виь равиил ви урн ину, 1; 
тогда урлвненю точеы 9 вринимаеть видъ ваблующй: 
(т, ди + (4 — 90 +1450, 
2 — № 


“+1 


наи : 


откуда коораннаты точкн @ суть: 


— 2, у -— № 
Пу. 
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Дай другой точки, лежащей на прямой 91, коордипаты суть: 


— г: о — 
д Ви 
р 1-2 —в 
и отношене отръзковъ 08:18 = 2: 


отсюда : 


Это отношеше между четырьмя отрбеками, заключаю- 
щииноя между четырьмя точани 0, 1, 2, $, называется 
ангаржоническииь отношен{емв четырехъ отрёзкопъ: 
02, 15, 03, 13 паи антарионическияъ отношенеяь четы- 
рехт точект 0, 1, 3, 3. Итакь котда уравнешя четырохъ точект: 

А,—0, А,—0, А/—1А,=0, А„—мА,=0; 


А 
т0 ангармоническое отнощене ихъ равно р. 5 910 пишенъ так: 


№ |0, 1,3, 3.| = ^. 
. д. 
Если жё это отпошено равно — 1, то точки 0 1 2 3 назы- 
вакися гармовическиии точками, такт какъ въ охомъ сду- 
заб р-==— 1, 10 уравномя гармолнческихь точекъ: 


№=0, А,=0, А, АА, =0, А,-АА, = 6; 


А м, 
абециссы : Я =} Г › 
1 = 


А А, 
А 1 


Исключая А изъ уравиенй: 


орлинаты : Я 9 


получимь услове, существующее между абециссани гармониче- 
ских точокъ; эго условю олБдующее: 
5% 


и: т, Иа, а уни) + 1,0. 


Точго такое же соотпошеню получим между ордипатани 
гариопическихь точекъ. 

51. Изъ продыдушаго усломя видить, что дв точки по 
опредвляют"ь пары других двухЪ точевъ, которыя бан бы вт 
гармопическонъ отпошенн съ первыми; поэтопу можно пайги 
пару точекъ, которая была бы вт, гарзоническом», отнканешы 6ъ 
каждою нзЪ двухЪ данныхъ паръ ТОчекУ, 

ели двЪ дашвыя пары означинь чрезь (ОТ) и (23) я неко- 
мую чрезъ (2, #), то получимъ еяфдующи уравнешя для опре- 
дблошя абанест этнхъ точекь: 


й 


бака) (а та) + аи 
а, (и, (ии) + ати, == 0 

Точно ташя же два уравиешя получатея для опредфаешя 
ординать у» И 9». Для упрощешя убисснй этой задачи можно 
положить, что одия па, даиныхь точек, папринфрь 0, ложить 
вь пачаяв координать н еверхъ того за ось зть приаяеь циы 
ную 0Ё; тогда дял опродфлейи положен чачекь достиомю 
определить 2, и 2,. Воли точка О припята за начало, го 21250 
и уравнсня дли опрелфлешя ев) ном: 


Изелёлуя эти два риешя въ двухь сзучаяхь: 19, кола 
токи Я и 3 аежать по одну сторопу точки Ом 2", когда спи 
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лежать на различныхь сторонах, приходимъ къ тому заключению, 
что дли возможности геометрическаго ретешя задачи али объ 
точки 2 и 3 дояжны лежать между точками О и 1, или ии одна 
изъ нихь не должна лежать между этими точками. Сверхъ того, 
чтобы обф точки и ® были геопетрически возможны, нообхо- 
дно 2.40,> нлн < <,; двйслвительно, преобразовывая сначала. 
предыдущее рзшеше въ слдующее: 


БЕЯ 
5, = И.) (1, 


--ж;, получим: 


м, 


бо, я 


и полагая потом 2, 


+25 


и <, 


т. ©. въ случаев 2, 2,4, одна изъ нокомыхь точекъ лежить 
вЪ серединв между 0 и 1, а другая точка лежить въ безкопеч- 
ности. Наконець можетъ быть случай двухъ совпадиижь точек: 
1° когда 2, == з} 2° Когда 22 
т. в. в6ди изъ четырехъ дациыхъ точек дв совпадають въ 
одну, то и неконыя двф точки совпадають съ тою же точкою. — 
Зальтииь, что и иъ тоиъ случа когда задаше приводить нась 
къ мнимому рыменло, къ маняыиъ точкам, къ мвилыиь значо- 
пмъ отрёзковъ праной, прямоугольниит изъ инамыхь отрЪ8ковъ 
и серодниа мнимых точекь величины дВйотвитольныя, ибо эти 
величины онредвляются уравившиыи : 


> Фи, в" а 


т: Ты, _ 2, = 
. . 
из, 2 га, 


Жыжа 27: 


52. Есан три нары точекъ инфютъ то свойство, что 
можпо найтн четвертую пару, которая была бы гарно- 
пически сопряжена съ каждою изъ данныхь паръ, го 
три пары точек собтавляють инволюцНо. Услоня ино 
Зейн выражаютелт шестью ‘уравионииен, из которыхъ три отно- 
еитея по абелиесанъ, а друмя ры к ордипатают. Мы ВоЗЬнеы"Ъ 
только трн уравиейя припадаежания абодиссаит, потому что 
относительно ординать получаются тая ие уравнешя и закаю- 
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чешя объ услойи ипволющи какъ для абецнесь, такъ и для 
ордипатъ одинаковы, 
Итакъ для абециосъ шести точекъ, составаяющихь низолюцфо, 
по олредвленио инзенъ : 
ть, -- 5 (пу, ) (вина) ти 2, = 0, 
эт, — (т. а,) (вина, +2» в, — 0, 
2.2, — 1 (®, +) (вии) 2, == 0. 
Мсключая изъ этихъ уравиешй 2„--т, и 2», получасйъ 
Услове паволющи, которое ириводится къ сдъаующему ваду: 
(2-5) (ва) (2,2) (2) (2,21) (в.в) =0. 
Означая разотонше шежду двумя точками, координаты которыхль 


ти уь и 2, у, оОбще чрозъ и. уголь, соотаваяеный пряною съ 
осью 2-въ чрезъ &, получиит: 


2,2, ==30.с039, па, = 41.0080, «,— т, == 58 ‚сова, 


х,—т, = 50.608, п,— 12,608 ©, ЗА. воза 


и дан отрёзковъ примой, заключающихея между точками, сост 
алющими инволюнло, получинь слёдующее соотнотоне 


30.41.52+50.18 34 = 0. 


Еезн абециесы шести точехь, составляющих низоающ нь 
наризеелеь ‘га: 


том, == 


1-4, ? 
то вставляя эти выражешя абоцассь въ предыдущее уравиеню 
инволюдн получниь, нежду косовишевташи 4, А, Л, А, схвдую- 
щее уравноше: 


я, + А, з. 


53. Нуеть изъ шесте точекъ, составляющихь ииволюцно, одна 
наприифръ 5 паходится па. безкопечномь разетояыи (*). 'Гочка 


С) иже улиции» процсхождоно в10Ро слуний ниводииы оть перевиной луче 
зиссти пряжыхь саомамлющихт инвалющию, пириазетьлою окножу ны реберь пу 
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сопряженная съ 5, т. е, точка 4, отпосительно остальныхЪ 
четырехь точекъ называется центральною точкою {ронь 
сеша) и инфетъ многя замчательныя свойстве. Чтобы полу- 
чить абецисеу этой точки, стоить только положить 4,==Ё, тогда 
«2, =®,а 4, опредфллется изъ уравнешя: 

4, = (2—4). 
Сльдовательно абсцисса центральной точки 


_ ое, 
ею 


и опредвляется по абсциссаять, первых метырехь точек. Мо 
чтобы вывести свойства эгой точки, возьмень услове инволоши 


(2—2) ( 


разафлимъ это уравнеше на 


а) (в,-в,) + 


(,—25) (в) 


ое) о) — иде) = 0 


С 
и нотомь ПОлОЖНИф 2, = 0, Т0 == [а 2 © и между патью 
о 


точками 0128 4 подучиыь соотношене : 


(вит) (ва) (в, 2) (в,- 


Это уразнеше паиниель въ такомь видв 


(ина, — в) (в. — а) + (а, ана, в) (р-—2.) =0; 
ио раскрыми скобокь и по сокращен получим : 
а) (е,—а, (аи), — т) (ео, —2,) (-2,)=0 
наи : (ия, ) (©) в) (2,2) =0. 


Жсди целтральную точку означать чрезъ О, хочки 012 3 
соотьзтетвелио чрезь а‘, @ а,, то 
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2, — т. = 04.0050, 2, — 2, = 04, .008@ , 
2, — =, == 04,0055, т,— 2, = 04,008 
и предыдущее уривнене принимаеть слёдуюнЙ вндъ: 
Оа,.Оа, = Оа,.0а, , 

Воть уравнене, которому удовлетворяеть центральная точка 
отпоентельно четырехь данпыхь точек. Построеше этой точки 
весьма просто, если воспользоваться извфетными изъ начальной 
Геонетр/я свойствани окружности относительно иориендикуляра, 
опущеннаго на дамелтрь н отрёзкани даметра, и известь 


свойствани прямыхъ пересвкающихь окружиость. 
21. Если во перзыхь отрфзонь а, а, 


частью свосю лежить на отрёзкь 
а, в), то лостроивъ полуокружности 
на отрезкахъ а, а, и а, а, получить, 
что общая хорда окружностей пере- 
свхнетъь прямую въ цонтраль- 

оз ПОЙ  точкф;  дВйствателино 
< М0 0.0а,, М0*=а, 0.0.4; 
откуда: Оа,-Оа, == а,.0. 
ели отрузокь @, а, лени 
вн отувзка @, @ наи отрв- 
зокъ а, а; лежит весь ннут- 
ри отрбзка в, @,, то взявиги 
виз прязой точку М поетро- 
изъ дев окружпости, одну. которая проходняя бы чрезъ точки 
а, в, М, а другую, которая проходила бы чрозь точен & а; М; 
эти дев окружпости пересфкаются пъ двухф точкахь М и М’ 
И сели общую хорлу ихь ММ’ прододжниь до пореефченя съ 
прямою въ 0, то это персевчеше О и сеть центральная чочна 
данныхь чотырехъ точекь; дЪйствитольно въ обойхь случайхь: 


ОМ: 0, = ба, 0, 


ен 


ОМ: да, = 0а, : ОМ, 
откуда: ОМ. ОМ’ -= да. 0а, 
. я ОМ. 01 Оа,.04.; 


а отеюда: Оо. Ве, == Пе, .ба.. 
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5. Извветный прочессоръ въ Гейдельберг Отто Гессе опре- 
двляетъ положеше точки на плоскости треня координатани ® у р, 
разунвя подъэтими координатами три величины, отношения которыхъ 
ра 
-. у представлають обыкиовенныя прамоугольныя коордииаты 
В 
точки. Координаты 2, у, р называются однородными коорди- 


; # у 
натанн, а охношеншя ихь Ра . — прямоугозьныий коордипатами, 
р 


Очевидно, что когда ‘однородны коордипаты даны, то точка 
зпольв опредбленя но для деннаго подожешя точки систем 
одиородныхь координать существуетт безчислениее ипожество, 
ибо достаточно только, чтобы отношешя однородныхъ коордниать 
былн в0 вобхъ снотелахь одинаковы. РВводя въ уравнеше пря- 
мой, даниой въ прямоугодьныхь координатах» : 


Ав + В +6=0 
= у 
одиородныя координаты, т. е. заивняя 2 ну чрезъ —, — иу- 
р р. . Уч в’Р у 


мпожая па р, получимъ уравнеше прямой въ видв однороднаго 
уравнения первой степени 


Арч-Ву- Ср == 0. 

Вообще пусть (==0 предетавляетъ уравнев!е прамой въ прямо- 
угольныхь коордииатахь и пололингь РО == М; есая вь УМУ 
замбиияь 2р, ур чрозь ши % то У! =0 будоть однородное 
уравнеме прямой. Наобороть оть однороднаго уравиеши мы 
переходимь къ уравнению ‘лъ прямоугольцыхх координатахъ, 
полаган 9-1. Нуеть ураввещя 


[,-=0, 0.0, Цу—20,-=0, Цу--р,=0 


суть уравиеши чехырехь примыхь, составаяющихь ‘дучекь, въ 
прямоугольныхь координатах, аигармоническое отношее этихъ 


чезырехъ пряных равяо у Полагая 


2 


У,» РО, = 
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получииь одиородныя уравношя тёхъ же прязыхъ 
\,=0, М =0, \М,—ЯМ,=0, Мф, =0 


и отсюда зидимъ, что антармоническое отношеню четырех 
прямыхт, состарляющихь пучекъ, опредвляотел одинаково, вакъ 
вЪ томъ случа, иогда уравиена прямыхъ даны въ прямоуголь- 
ыхъ коордниатахь, такъ и въ томъ случа, когда оны даны 
тъ однородпыхъ координатахт. 

55. Положеше прямой на плоскости можно также опредлять 
треня однородными коордиватами прямой в, ©, ; разумвя подъ 
этими величинани коезфищенты при 2, у, р въ одвородвомь 


уравнешн прямой. Обыкновениия координаты прямой # и © рав- 


фо 


няютсл отиошенуямь однородныхъ тол. 


Вводя въ уривнеше точки 


Ав + Ве 6—0 


в © 
однородные коордниаты, т, е. подетаваяя — и — вито и нтв 
т Ее 


и ушножая на г, получить однородное уравиеше точки ВТ 
такомъЪ вид: 
Аи-+Ве+ г = 0. 

Поэтону если Ц==0 уравнеше точки зъ обминовенныхь коор- 
Дипатахь прямой, н если положим ги=В, то замриия въ К 
пронзводевя ит", от чрезъь в и ©, похучииъ одпородное уравие- 
ие точки: В==0. Цаобороть оть одпороднаго уравиежа точки 
пероходиыь къ обыкиовенному, полагая г==1, 


56. Если означиит чрезъ В, выражеше сабдующаго нда 


В, = жену, е--р, о. 
*6 уравнены: 
В =0 и 


суть уравиошя двухь точекь (2, у, р) и (в, 9, 1), а 
уравиеше* 


АВ, В, = 0 
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выражаетъ точку, лежащую на прямой, соединяющей точки 0 и 1. 
Но 2, В,--А, В: 


Суза, ) в А, у) + р-р)" 
н коордянаты точки, очевидно. савдуюшя: 
= Аа я,, 
=, 
р=Ар-А р. 
Выгода употреблешя однородныхь коордннать въ тонь и 
состоить, что дли координать какъ точки, лежащей на данвой 


прямой, такъ п прямой, проходящей чрезъ дапиую точку, полу- 
чаются. зыражсия ЦВаыя, 


Означая чрезь У, савлующее вырежеше 
У, = во ур: 


получинъ уравненм двухь прямых 0 и 1, координаты которыхь 
{о в, по) и О в, 7.) въ оллдующемь вид: 


№, =0, М, =0 


уравтеше какой-либо прямой, проходящей чрезь точку ихъ 
- поресчеля, 


№, +, М, =0, 
н отсюда координаты этой прямой : 
А Аи, , 


=ЛытА а, 


ею А т, 


Изибрия въ выраженысхь координать точки оба косфаиионта 
Жи. нан изывняя только одни ‘Коефененть А), а другой 
оставляя постояниымь, напримирь полагая 4)=1, мы получизь 
веб точки, ложание па прямой 01; точио также изиьлия коеффи- 
зценты А, нА, въ выражешяхь коордниать прямой, ин получи 
всф прямыя, ороходявця чрез точку пореевченя пряныхт Он] ; 
ниаче получать пучекь пирлиыхль. 


76 


57. Возьмень уравиешя четырех» хочекь а, @, а, а;, ложа- 
щихь па одной прямой : 


В,=0, В,-=0, В, 28,0, В,-—мВ,=0. 


Одпородиыя координаты этихъ точекъ сабдующия : 


2 2, ай пи, 

д м и, 

р в ро рр. 

Ангармолвческое отномеще этихъ точекъ 
1 


А С, а, а, а; = #' 


Пусть Эти точин, находись на одпов прямой, ложать каждая 
ма одной изъ четырехь праныхь 1, Г, Г, Г,, составаиющихт 
пучекы уравнешя этихъ прямыжь наиншюнъ такъ: 

У, =0, У, =0, М, АУ, =0, МУ, М, =0. 
Аогарионическое отнощен!е отихь четырехь ирямыхь 
{ 


ыы! = 


Означиагь : чрезъ У’ выражене \У,, когда вотавииь въ него 
зифото перемвиныхь координат 2, У, р, 


чрезь УМ) выражено У, кода вотавикь ИР, 
чрезь У пыражеще \,, когда вотавниь 2, № М> 
чрезь У, зырашеше `М\,, когда вотавниь 2, 9 В, - 


Такъ какъ из тотекъ (а, а, а, @;) каждая лежить на одиой 
изь соотвтотвепныхт примыхь (№, №, №, 1,), то вотаваяя 
коордиоаты точеяь въ уравленш соотнатетвениыхь прямых, 
должны имбть слвдующ я равенства; 


МР в =, М И — р И 
У — и — пу + вы == 0 


0, 


Изь послфднихь дзухъ уравиешй возвдсто порвыхь двухъ 
получим : 


7 
Я-А = 0, ии - и, = 0; 


1 1 
а отеюда: о. те. 
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Вы ЬЕЖ ва, 4). 


Такиыъ образомь получимь теорему: антармоническое 
отношен1е прямыхъ, составляющих пучекь, равно 
апгарионическому отпошенНо точек пересфченя с1- 
кущей прямой съ ребрами пучка. (*) 


58. Нели тотъ же пучекь первовчень друтою скущей и 
означинь точки пересфчешя чрезъ (5, 6, 5, 6,), то получияъ 


№ (1 В, 1, 1,) = № (@, а, а, а,), 
Аа ыныы, 
а отсюда: № (а, а, а, а,} = М (5 6 6, В). 


Когда точки, ввятыя на прямой, пнвютъ одно ангармоническое 
отношен® съ соотвбтетвенныии четырьмя точками, взятыми ия 
другой прямой, то говорить, что об пряцыя двлены оиогра- 
Фически (**). А позоху послёлиее’ равенство выражаеть тео- 
рену: всв пряныл, пересвкающ!я пучекъ прямых, д1- 
дятся омографически. 

Изъ предыдущего также слфлуеть, что гарнопическ!й пу- 
чекъ изъ четырехъ прямыхъ въ поресфчен1н ето пря 
мою дать четыре гарионическ1я точки, что пучекъ изъ 
шести прямыхт, составляющихь инволюц!ю, будучи 
пересвчепъ прямою, даетъ шесть точен, составяяю- 
щЩихЪ ииволюцио. 


(2) Бредыдущее дояиватольстио Этой плитой тоорвий приполленить Гесс; Шадь дл 
ео. впр. докавывлеть му убороху, ха ооповали то зворены триговолетрии, 20 
стороны отиовинся вать сипусы протилополоманхя ухяоть, рабо 18, 

(=) Пазвазио, даль Шале п употреблениое ль ть мерпый рип ль Сориеер. аб, 
её рлумщье- во М. Очсвуеь, пошо У ашыбе 1899, 
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59. Пусть а, @ @, три данный точки на прямой АВ; вив 

23 этой прямой возьшежь точку О, сос- 
динииъ ее прямыми О, 0а,. 0а, 
еъ точками @% @ 6 9 носарониь 
при О четвертую гармоническую 04, , 
пересвчешо этой прятой съ прямой 
АВ въ точкв в, есть четвертая гар- 
ноппческая точка. сан перосвчемъ 
прамыя Од, Оба, Оа, ба, произвольною 
примою СО, то 


№ Ь В, 6) = —1, 
6, ВВ 
РА : РИ = — 1, ши В.В, + Ы В, . 6, = 


иди 


+8 =0 


изн: 


и раздваиъ вое уравнеше на 5,6, положим, что прямая СО 


параллельна ребру Оа,, такь что отразок 2,0, == в, тогда 
получен : 
1 р 0 В =, 6 
- + =0, ми В, 5, =, 6, 
в, Ь, в ь, 


т. в. отразки с®кущей, паразлельной одному изъ ро- 
беръ гармоническаго пучка , заключающееся иожду 
тремл другими прямыни хого же пучка, между собою 
равны, Это свойство тарнопическаго пучка можеть саувить 
къ построение четвертой гармонической КЪ тремъ дашналеь 
прянимъ. 

60. Если шесть прямых, соетаванкищнхль инволюцино, неро- 
офчень прамою, параллельною одпому изь реберь пучка; то 
получииь только пять точект па прямой оъкущей у иветую, 
ложашую въ безвонечноети: по $ 58 одна из нятн точекь, се 
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пряженняя съ безконечно-удаленною точкою, т, в, точка, лежащая 
на ребрв сопряженномь съ ребромъ, параллельно которону про- 
ведена свкущая, ость центральная точка относительно осталь- 
ных четырехъ точекъ. 
Это знивчаше даеть способъ построешя по дпиомиз пяти 
прямымъ шестой‘ прямой, составляющей съ даиными пятью инво- 
24. дюцно. Пусть № №, № 
Т, Г, пять данныхь пря 
В* мых и ребро Т№, сопря- 
жено съ робронь №, 
проведемъ прамую , па- 
раллельную ребру №; ; эта 
21 прянал переевчеть ре- 
бро Г, вв точкв О, ко- 
“, торая должиа быть цеи- 
у тральною точкою отно- 
сительно точекъ в, а, в н иеизяветной точья х, лежащей па 
перестчеши проведенной прямой и шестой прямой, составаяюзей 
иивояюцИо съ патью данными; слфдователено 


Оа,. ба, = 0а,. 02; 


это уравнешо приводить къ слвдующему опредьлениб точки 2: ви 
праной сбкущей возьмем точку М, ‘проведень двв окружности: 
одну трезь точки @, @, и М, точку М соединимъ съ О прамою 
ОМ; которая переевчегь окружность 2 а, М вь точьв М, 
а другую окрулпость, чрезъ точки @, № и М, которая пересв- 
четь прамую озкущую »ъ искомой точкь 2, Дьйетрительно 
ОМ. ОМ’ == Оа, . 0а, 
ОМ. ОМ = 04, ‚Оз 
Соединив точку 2 съ вершилою пучка получнуь месту 
прямую, которая съ пятью данцыми прямыни составить инвооцНо. 
61. Злдлчл . Найти коорликаты серединъ стороиь 
треугольника, вершниим котораго А (2), В(@,9)), 


С(т.у.) и найти уравненя пряныхт, соединяющихь 
середины сторон съ противопохо жиыяи вершинами. 


откуда: ба,.Оа, = 0Оа,. 0. 
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Если означимь чрезъ з. у, Координаты середины стороны а, то 


т, 9%, 

я. = а Уз = 2} 

+2, +. 

точло также ж, = 5 № =- 5“ ; 
от, У 

о у о" 


Уравиене прямой, соеднияющей зерпишу А еъ еерединою 
еторопы &! 


(2. — п) — #0. — №) — бы м — ую) == © 
пап: уе, Эа) — ау, — 2.) — |на, )— 2бу, | ==0, 


уравнеше прямой, соеднияющей вершину В съ сорвднною 
сторопы 8: 


[отд | — «учу, — [бк 2 зо) | 50; 


уравиеше праной, соединяющей вершину С ©ь серодниою 
стороны с; 


уанаь— | — ауди] — [ыбиуыа,) (уни) |=. 


Этн три прямыя, какт ‘было доказано въ $ 33, поресвкаютол 
въ одной точкв, что легко вндВть и из предыдущих» уравиешй, 
ибо порлыя части ихъ, будучи сложены, даютъ въ сумм пуль: 
Опредвляя 2 п у изф первыхь двухь уравненй, пайдень коор- 
дннаты точки пореефувый : 


нае _ бУ-НЬ 
р рии 


62. Злдачл П. Одна изъ сторопъ треугольника, зади 
паго, какъ и вЪ порвой задаче, чрезъ координаты ого 
вершить раздфаена ВЪ ОТВОЛЕСПЕИ 8: а прямая, с0- 
эдлияющая точку долентя © протибоноложною варит 
ною, разделена въ отношении #': я’; пайти коорапиаты 
точки дФлешгя праной соединиющей. 
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Пусть сторона с раздьяена вЪ отиошенш и: я, тогда коорди- 
наты какой-либо точки этой прямой суть: 


С А 
1 11а. 


н если сторона с раздфаена внутренио, т. е. если отрёзки 
ея лежать на противоположныхъ сторонахь относительно точки 
ка 
деле, то А = — ^^; поэтому вопрдинаты точии двдены ето- 
роны с суть: 
пт, та, в + 2 
ю+т ’ ит 


Координаты искомой точки суть: 


зола ре ве) 
т. #( вт ), у #( и 


1—в 1— в 
и если соединяющая прямая раздфлена также внутренно, то 
т’ 
в = — г п ибконыя координаты суть: 


т (пе, + т, ) + вп’, + та.) 
(и + п) (т + м) 


т (у ту) + бу, + у) 
{в + я) (т + =) 


Полагая т-ые п #’=9и’, получииъ для этихь координять 
тоже выражеюе, какъ въ предыдущей задач. 


53. Задача Ш. Найти уравлен перпендикулировт, 
опущенныхъ изъ вершииъ треугольника АВС на про- 
ТИвОНолОжЖнНыл сторовы. 


Пусть уравиешя сторолъ треугольлика : 


ВС.... А,=0; АС.... АО, АВ... А, =0 


Анлайт, Гиомит, 
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Уравиеше перпендикуляра Аа, опущеннаго изъ пересвчешя 


". сторонт А, и А, па прямую А инъеть вндъ: 
в 
А, — ВА 


Аа 


=0, 


20_Аа с0зАа0 _ Аа. 5080 _ 6080 
а? Ав.созАаР Ав.созВ созВ” 


тд й 
д & с 
слъдовитольно уравнеше Ас 
А, 03 В — А, с08 © = 0. 
Точно также получуиь уравиеве перпендикуляра, опущеннаго 
изъ В ца АО: 
А, 603 С — А, 608 А =0, 
уравнеше периендикуляра, опущениаго изъ С иа АВ: 
А, вов А—А, 608 В == 0. 
Иначе; помботилв пачало координать въ А (2, у,), тогда урая- 
вен! Аа уф, или: 96089,—@5т 9, = 0, гдБ 9 озиа- 
заоть уголь оен 2-въ и перпендикуляра, опущепиаго изъ А на 
сторону @. Чтобы поройдти ку прежнему началу должно вифото 
ди у вотавить 2 — 2, и у— % и уравиеше неколаго нерпен- 
днкулнра : 


у— 9) со® (— 2} зд => 0. 
9—3 р 


Тото также дял перпендикуаяра, проводениаго изъ В (х, у.) 
на сторопу 5. 


{у—у,) сояф: — (2-1. инф, == 0. 


Для периендикуляра, опушентаго изъ С (2, у,} па оторову с. 
(уф) све, — (ия, уф, = 0. 
5Л. Задача ТУ. Нийти уравнешя иерцендикуляронь, 
возотаваенныхь изъ оерединь стороиъ треугольники, 
Перенося начало коорднпать вт, @ середнау сторишы треуголь- 
ник @ пифемъ; уравнеше перпелдикулярл, возстававинаго изъ 
этого начала 


уси, — аз = 0. 


38 
Переходя опять къ прежнему пачазу, должно замфынть 2 ну 
2. АыЕ й 
о ПУТЬ получим урэвнеше пер- 


пендикуляра, возставлениаго изЪ середины стороны & 


чрез = — 


$050, — в, — 1 | ЧН) совфь — (2, Раде, | = 0. 
Дали порпепдинуляра, возставлениаго изъ середины стороны $. 
9 008ф, — сзшф, — 3 | (%+1.) 0089, — (2, +2) зщ, = 0. 


Для перпендихуляра, возставаеннаго изъ середины стороны е 


905, — 2319, —$ | (Ру) совф, — (+2), | == 0. 
ЗлдачА \У.* Найти уравнон!е прямой, проходящей 
чрезт точку (2, 9,) и чрезъ перебвчен!о прямых Ц, = © 
0, =0. 
Уровиеше пряшой, проходящей чрезъ пересвчеше пря- 
мых О, и 0, 


Ц, — #0, =0; 


но точка (2, 7) должна лежать ва этой прямой, поэтому, 
означал чрезъ Оу и 0,’ выражешя О, и ,, когда пифето ну 
зетавниъ 2, у, получныъ также Ц.’ — #0,’ = 0, откуда: 


и уравиене искомой прямой: 
0,0,’ — 00, =0. 


Наприивръ: если А о--Ву--С = 
А'т-+Ву-+С' = 0; 


оз 


то урависше прямой, проходящей чрезь точку (2, /) и чрезь 
пересфчеше прямыхь 0, =0 и 0, =0: 


{Аж-Ву--С) (А’ Ву, +0”) -—(А'е- ВС") (Аж, +Ву +0) = 0. 


Совращая и употребляя изьфотное намь обозиачеше (АЗ’) 
нт. до. приводимв нокомое уравноше къ слёдующену виду: 


91307 -(АВа, |--® {(469--(АВу, | вби, (Аба 0. 
6* 
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Когда дапиля точил ложить въ началв координать, то урав- 
неше искомой прямой: 

9(80) — 2(А0) = 0. 

55. ЗадлчА У. Найтн уравнеш!е прямой, соединяю- 
щей двф точки пересфчены пряныхъ (0,, 0,) и (0, 0,}, 
уравиешя которыхъ 

О =06, 0, =0; 1, =0, 0,=0. 

ели П=А”ж-- Ву +0”, О, -=А”е--В’”у+0”", то коорди- 
паты точки переебчешя прямыхь И и (С, суть: 
_ (©*А“ 
АВ") 


Пусть также; 0, = Ат--Ву-+С, ИА’ у; тотда 
_ АВС") -- В ("А+ С(А"В” __ УБАВ"С” 


0‘ - С , 
ь 78 07" 
5. А'(В"6")-+ В (б7А”)--С(А"В””) _ УАЗ 
‘ (А”В”") АВ” * 


и уравпеше искомой прямой: 
И ХА С”—Ц, ХАВ С" == 0. 


Можно пайти сначала координаты точки пересвчешя прямыхь 
Ч и 0,, въ такомъ случа уравлеме искомой прямой будоть: 


О, Я=А“ВО’ — 1... А”ВС' = 0: 


Но 2Х-А”ВС’ = У АВ’С”; Хе А"ВО’-. У АВС”; 
слвловательно второе уравиее прилимаетъ вадь: 
1.Я= АВС” — 0, 5. У АВ” С” = 0. 


67. Задача УП. Прямая соединяющая точки (2) у) и 
(2, 9.) пероотввется съ прямою О==А2--Ву-- 050, иайти 
координаты точки поресвнош и. 
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Координаты точкн пересзчеши суть: 


а › _ ИА 


А 


ТА Я веть отношене двухъ отразковъ отъ точки пересвчен!я 
до точекь (г, уз) и (т, #,}. Выращен я этнхъ координать должно 
уловистворять уравненио прамой, откуда получииъ ; 
_ Ав + _ Г (9) 
Аз, +Ву,+0 И, 9, 


Откуда неконыя координаты: 


„_ в) — ен) 


О (2) — О@лу) 


Отсюди можио вывости занбчательное слёдотые: пересбчемь 
треугольникь АВС прамою, уравнеше которой Т == 0; волагаая, 
что координаты вершниь: А(2,9,), Ва, у,), С(2,у,), противо- 
положный стороны соотофтетвенио: а, 8, 0; точки пересъченя 
этихъ сторомъ съ пряною 0==0 означимь таже чрезь а, 6, в. 
Отрёзки стороны а будуть Ва наб и отношеше вхъ должно 
5.) 
Оби)” 
ва _ быв) 


в — бо! 


равняться, 


точно также в отрёзки стороны 5 суть СБ и 2А ни 


65 _ и.) 


А Из 


отрёзци сторовы с суть: Ае н еВ и 


Ао _ Оби) 


8 Ищу) 
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Персиножая эти равецства получииъ: 
Ас 


Ва. 06 _ 
@аб.ЬА. 05 


Это равепетво извветно поль назвванень уворены Птодомея #) 
н можеть быть выражено такф: Воли хреугольникъ перес$- 
ченъ пряною, то произведен!е трохъ ивомежныхь от- 
рьзковь сторошь треугольника равно произведено 
трехъ остальныхь отр®зковъ. 

68. Задлчл УШ. Найтн координаты пересвчен!я двухь 
пряныхъ, изъ козорыхъ одна соединяеть точки (2; 4,} 
в (=, 9.) а другая-—точки (2, 9,) и (2.9). 

Уравнеше первой праной: 


Ут, —2,) — 20, —%) — (уз, — 2,4, =0, 


вии: (у) у) + в) = 0; 
уравнен!е второй примой: 


(2) —@-а 


Коорлипаты точки персефчепи : 


АИ 
5 = о, таб 


1 


1-4 


х = (2) — би) + (9) 
(ву) — (аул) + (59а) 


ин равилется отпошепно отрёзковъ первой прязой, ЗакакнЕЛоЩихся 
уежиу точкою пересчета прамыхь и точками (2, у,) и (а, 9) 
Отсюда выводимь также зашёчательное савдотье. Пусть точка 
Р, координаты которой 2, и /,, соедниени ст ворнипиви тро- 
угольшика А (214,), В (2, 9,), © (2;9,). Пряная оосдиняющан 


{7 По зааинир Шан эта теорояй прилодлолить ие Полом, почету что весуй- 
зистел ви сомбичии Менодди, теваетой яотилаго олочийент раныне Пеодожед (бош. 


вир. рае 
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точки (2.9.) н (2:9,) перосвкаеть сторону противоположную 
вершни А въ точкв @, и отношешю отрёзновь : 

Ва _ (у) (а) 

аб (уда), 


Пряная ‚ соединяющая точки (2,у,) и (7ьу,) пересвкаеть 
сторону, противоположную В в точкв $ и отношене отрзковъ, 
5 _ (аз) — у) 

ВА а) в) аа) 


Прямая, соединяющая точки (2, 9.) и (<, 9,) пересвкаеть 
сторону, протовоположную С въ точкф с и отвошоше отрёзковть: 
Ас _ (в.д) вн) 

8 (1,9) ча, 


Перенножая вторыя часиг этихъ трехъ уравнешй получить: 


| евро) — бы) + бон) | | без) -— бод ава | белу) — оо + еозуа) 
[ву )-@иНени | алиби | | ед) (аул) +5) ] 


ел) | ели еь | ау) ыи--еу в) | 


[@дд-едчеуя || @-@очени | | би) | 


. Ва. СЪ. Ас 
Итакъ: ев 1. 
&0.5А. .еВ 
Это равенство изибетно подъ названюль теоремы Чева (*). 
69. Задача [Х. Найти услов!е, что шесть пряныхь 
переовкаются по дв въ трехъ точкахь, лежащихь на 
одной прямой, 
Уравнения шести прямыхъ: 
0, =0, 0, =0, 0, =0, Ц, =0, (,=0, 0, = 


<) Шельлиоки тсомотрь, липой вт волка ХУИ- м иачиав ХУШЬГО стола 
существовала да тоошетра, Чопа Тонаст Чеви 1648 — 1736 и Жить Чеил, брать 
порпаго, живкий п тожо врейн; зоороха 5`68 ирииодзещить порладиену, 
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Уравнене прямой, проходящей чрезь точки пересвчешя пря- 
щыхь (0,0,) и (0,0,), какъ видёли, слвдующее : 
0, А’ В” С" Ц У=АВ” 0” = 0. 
Уразнеше прлиой, проходящей чрезъ точки (0, 0} и (0, 0.) 
0.5 4’В"С' — 0, АВС" = 0. 
Чтобы три точин (0,0,) (0, 9.) (0,0,) лежали на одной 


прямой, иредыдущя уравнешя должны быть тожеслвенны; & 
отсюда получаешь слёдующее услов!е: 


х=АВ"С" _ У-АВ"С" 


= АВС ^ ХАБ 


Шесть прялыхъ,  пересвкающихея но двВ въ трехъ точкахъ, 
летащихь на одоой прямой, состанлають шестиеторонник Пае- 
каля ‚ который показаль свойства этого шестноторонника и 
пазвадь его мистическим гексаграниолъ. 


У. Творя ОМОГРАФИЧЕСКАГО ДвлЕшя прямых. — ОмограАФичЕСИя 


ФИГУРЫ. 


ТО. Возьшенъ уравнени ибоволькихь зочекь: 24,4: @,... 
лежащихь па одной примой: 


В,=0, В.=0, Во, В, =0, ВА, В.==0,...., ВЯ, В, 0. 


Олнородныя координаты этихъ точекь по порядку слъдуюии: 


По ба ПА о А еньньо бое АЯ} 
Фо Ун бо Аа ЗА нео 6 
Ро Ра Ро Аарьь Во Аи слете» Ро — йа Ра. 


Жеди возьмемь уравиотя схолькихь же точек: А, А, А, А,.. Аа, 
лежащихь на другой прямой въ такомЪ вид: 


З-=0, 9, ==0, Э%-— 01,9 =0, 9; 1,9. =0,...,9.-@А Я =; 
то одиородиныя. коордитаты, этихъ точекь суть; 
Х,, Х,, №— о/,Х,, Х — 91, Х,,......Х, — 91.Х, 3 
У, У,, У, — У, У, — #2 У. Ув — АБУ, ; 
Р,, Р., В, — 91. Р,, РВ — вй, Рун... Р, — Аа ,. 


Дая точекъ первой системы низену 


Ан, Ма 
Ан о Ма 


№ | ща, в,| = 


дая точекь второй енстены, но сокращеши ла @, пывемь: 


Ан, АА. 
ЖА А 


М | А», А Аш» Ан |= 


слъдозательно : 
М [6 а в,| = А (А, А А, А,) 
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Итакъ: предыдузия уравцени двух снстель лочекъ вырижа- 
ютъ, что антармоннческое отношеше четырохь произвольных ь 
точек первой снетемы равно ангарноническому отиошенно четы 
рехъ соотвьтственныхь точек второй систены; ельдовательшо 
эти уравленя выражаютъ, что обв прямыя д®лены омогравнче- 
син. Наоборотъ: ссан дв прямыя дФлепы омогравичоски, то 
уравценя точекь второй примой доджиы ныфть тотъ вудъь 
который иль дань. ДЬЙствнтельно, пололлить па вромя въ преды- 
дущихъ уравнешахъ: 


ФА, = А 6, ==, +... А, =, 


Ч 


получиль для того, зтобы 


Ж (а, а, а, в) = Ж(А, А, А, А), 


#—1; поэтому означая это отпошоше чрезъ &, низомь при 
всякой #11". = @Ав-, Ч, 1» Д. 

Постояниое отношеше & можно пазваь омограюическимь 
отношеномь двухъ оистемь двлешИ. 


74. Пусть точка первой системы а, (ж,у,р,) совпадасть 
сь соотвтетвепиою точвою А, (2,9,7,) второй снетены, тогда 
уравиеня точекь: 


первой системы: №, —=0, В,-=0,.....В,—А, В, = 0 
0, .. Вой, я, = 0. 


второй систолы: — Ш, ==0, 9, 


соотв 


оли уравиено второй снетелы вычтонь ия 
уравноня иорвой системы, наириитить 


(2, В) — № — в, 9) 


6; 
то получим уравиен® 
В, — 9%, 0; 
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т. е. точка лежащая на прямой, соединяющей двв ооотвфтотвен- 
ный точки а). И Аза», ложить и па прямой, соодиняющей 
АВВ соотвтетвенный точки @ и А, и притом уравненю этой 
точки не зависить отъ указателен {2): елЪловательно: в0'5 
прямых, соединяю ция соотвётотвенныя точки двухь 
прямых, двяенныхт омограхическии иявющехь общую 
точку, которая сама себ соотвЪтетвуеть, перосвка- 
ются въ одной точЕв. 
Обритиое предложеше было уже доказано въ $ 57. 


72. Возьяенъ теперь пучекъ праммхъ: КА В... ао 
уравнены которыхь: 


У, = 0, М, =0, М, = 0... . АМ, = 0 


и пучень друтнхъ прямыхь: Г, [,, №.... а) Уравиеня 
которых : 
38, -=0, №, -=0, 02, №, =0,.... В — ой, 8, =50, 


ь 
К. 


Нивень: МЫ ЫЬ) = Ц Ц В) = 
сафловатольно эти пучки омогравическ!е, 

Пусть прямая /, совпадаеть съ прявою №; этоть случай 
выражаюз"ь, уоворл, что оба пучка имвють общее ребро, которое. 
само себв соотвртотвуеть. Уравношя прямыхь обоихь пучковь 
вапишемь тикъ: 


М0, М, =0,.... №, 2, М, =0; 
М, =0, 8,0... М, - ож, 0. 


Если вычтень одио нзь уравиешй второй систены изъ 6001- 
вфтотвенлаго уравнены первой системы, папрнибрь: 


(И, — 4 \,) — (№ — 94, №5) =0 


20 получинь уравпеше: 
УМ, — 93, ==0 


т. ©. прлиая проходящая ‘чрюзь точку пересёчеши прамыхь 
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аи Ты, › проходить чрезъ точку пересёчешя прямыхь {1 и; 
такъ какь указатель ® произвольной, то закиочасмъ, что прямая, 
уравнене которой 

У, — 98, =0, 


проходить презъ точки поросфчея соотётственныхь прямых 
обоихъ пучковъ, Итакъ: когда два омотраФичеекихъ пучка 
вивютъ общее робро, то точки пероемченя соотв 
ственпыхт роберъ лежать на одной пряной. 

Заньтимь, что этоть способъ доказательства предыдущихь 
двухъ веса важиыхь теоромъ двотъ возможность опредфлиль: 
юъ перзой теорем координаты точни переезчешя соотв 
ственныхь пряныхь; а именно: одпородныя коордныаты этой 
точки суть: 

2, —@Х,, и -— дУ,, р, — 9; 


ви второй теоренв — уривиене примой, на которой лежать 
точки пересвчеши соотётотвенныхь реберь; это. уравнеше 
влфдующее: . 

№, бэ, = 0. 


73. Пусть дв пряныя В п 8' двделы вхогравически, первая 
въ точкахь: 4, @,....@»„, вторай въ точкахь: А, А,....Ану 
воединимь точки ав и Ав и возьиомь на прямой а, А» ден про- 
извольныя точки М и №; соедпиить точку М съ точками первой 
примой: 6 @....) точку М оъ точкаяи второй ириной: 
А, А,,....} получишь: 


А | Ма», Ма, Ма», Ма,| = № |, о, а, в. , 


Ж РА» МА, МА», РА, = 2% А» А, А А 


но вторыя части этохь равонетеь между собою равны, ольдо 
вательно: муки 


Ге, , Ма Ма „Ма,|› [РА МА. Ар. РА, | 


опографическе и взыыють общео ребро Ма; паи М’А,, когорое 
сано с00% сротвфтетвуеть , поэтолу соотььтелоенаых ребра 
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этих Пучковъ пересфкаются въ точкахъ, лежашихъ на одной 
пряпой, Совивстниь М съ Аз, а М’ съ @,, получамъ: пучка 


| Азбь Ава... Аь@ьь. ›.Аьб, |, [бьвьз @ь А... а, Ау. @лАн] 


онограмическ!е н имвютъ общее ребро Азар; откуда саълуетъ, 
что прямыя: 

[Аьа, % А, [Аза ‚ А ].....- пересвкаются одна съ 
другой въ точкахъ, лежащихъ ца одной прямой. 


7. Пусть пучки: П, состоящий изъ праныхь: & 1 
п Е, состоявий изъ прямыхь: №, 6,... Гиз › Олографическе; 
чрезъ точку пересфченя двухъ соотвьтетвонныхъ: реберь Жи, 
представниъ дв прямыя $ и 8’. Нусть пряиая 8 пересвкаеть ` 
пучекь Е въ точкахъ: 0,6,6,...6%...6„, прямая 8” пересё- 
каетъ пучекъ Е, въ точках: В, В, В,...В»...В„ (точка В» с0- 
вродаеть съ точвою 64); легко видёть, это ‘ 


мБ Ь... В... 6) = ВВ, В,... Вы... В 


сзадовательно праныя 8 н 8’ двлены омотраически но птвотх 
общую точку, которая сапа оебё сооттЬтотвуеть, а потону пря- 
мыя (В, В,В,, В,б,...} веросфкаются въ одной точкв. 00- 
выфетииь пряную- 8 съ прятою [, а прямую 8’ съ пряною 4, 
получинъ : два соотввтетвенныхь робра двухъ омогра- 
фнческихъ пучковъ двлдтся каждое другинъ пучкомь 
омографически н иритомь пряшыя, сооднняющуя соот- 
вътетвепныя точки соотвьтствениыхь ребер, порес5- 
каются въ одной точк$. 
75. Теорема $ 73 дасть’ весьма простой способъ дая рулие- 
26. ыя задачи: раздванть пря- 
5 &, РВ 7:2 мую 5’ омограеически съ 
праною $. Пусть на прамой $ 
назначены точки: & а, а,...а,, 
на прямой 8’ возьмем произ- 
вольно три точки А, А, А,; 
собдиниеь точку а, 05 Ай А, 
а точку А’ съ точками @, а, @, 
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Еслн озпачниь чрезъ А, А,... точки прямой 8’ соотвуутетвен- 
ный точкыиъ о, @,..., то во ушазаниой теоронё точки пересб- 
чем прявыхъ: 

{Аа,, а. А,) (Аоа,, @А,} (Ав), в Ау) долины лежать на 
одной прямой. Первыя двё точки, которыя мы озпачить чрезъ, 
т и п’, извфотиы; поэтому, проведя чрезъ эти точки прямую 
зит', въ пореофчеши этой прямой съ ребромь А, @, получимъ 
третью точку т” ин ели воедивинь и’ съ @,, 10 получпиь 
ребро в, А,, которое въ пороодчеши съ прямою В’ пазиачить 
одну изъ искомыхь точекъ А, 

Изъ этого построешя можио вывести слвдстые. Доказано, что 
точки пересёчешя прамыхъ 

[Ара в А] [А,4,, & А]... 


ложатъ иа одиой прямой; и притомь вадёли, что положеню этой 
прямой вполив опредёлено, какл, скоро возьмомь три как19- 
лпбо точки прямой 8" соотяттетнующы тренъ точкажь праной 
8; сльдовательно пы можеть замвиить въ предыдущей строк 
точку А; точкою А; и соотвитотвонно точку @р точкою ар а 
принал, проходящая чрезЪ точит персовчещя прамихь 


[Аа А [Ар, щА,].... 
будеюь таже. Отсюда сабдуегы Волин па прямой Б вая три 
точки; а, а, а, и ии прямой 5’ три точки А. А, А,, то ира- 
мая, проходящая урезь точки персефчешя прямыхь 

(Аа, 4 А,) (Аа, в А, 
вовиздаеть с примою, проходящею чрезъ точки перосфченйг 


прямыхт : 
и А,). 


га, А, а, Аа, А, ши- 


(Аа, в А) (Ал, 


Чертежъ предетавяясть гексагранить 
санный влутри угла двухъ прямыхь 8 м Я’ и предыдущее 
едете зыражастся стрлующею теорвмою : точки перес- 
че я Иротивоположиыхь сторонъ тексаграмма, вии- 
саниаго внутри угла двух\ прамыхъ, летать ца Олной 


прямой, 
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16. Теорема $ 74 даеть такие’ сиособъ дая построешя пучка 
омографичесскаго съ данпымъ. 

2. Пусть при тонкв Е 
построень пучекъ изъ 
прямыхь: ААА; при 
лочкв Р, проведемъ три 
произвольный прямая Г, 
1, 1% и пусть прямая Г, 
пересёкаеть пучекь ЕЁ 
зь точнахь В, 6, 5, В, 
| а прямая 1, перосфкаеть 
р пряныя №, и № въ т09- 
кахь В, и В,; соеди- 
са Ним 6, съ В, и 6, въ В, 
т, и пусть пряныя 5, В, и 
Ь, В, пересфкаютея въ точкф 0; точку О сосдинныт съ 6, 5,... 
Эти пряный переовкутъ праную 4, въ точках В, 8,... Если 
соединииь В, В... съ Е, то и получиюь вучекь омогразиче- 
ск съ даниымт, 


7. Пусть двф прямыя 8 и 8’ дьлены омографически; одно- 
родныя координаты какой-либо изъ точекъ прямой 8 


25 — А, у — М, Ро — Ар} 
однородныя координаты соотюфтотвениой точен праной 5” 
Х, —@АХ,, У, А У,, Р,— ®7Г,. 


Шо этимь значенйиь однородныхь коордннать аегко написал 
коордипаты прамоугольния, а имонпо для точки прямой 8: 


и, 
1 


дая соотьвтетвенной точки прямой 8” 


хх, Ув, 


1-©д °’ 1-04 
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Мы будемъ разематривать только одну изъ этихъ коордимать, 
яменно абециоеу и замбтамъ прн этомъ, чо закмочешя», кото 
рыл мы выведемъь отпосаятельто абсциесъ двухъ соотввтетвен- 
пыхл, точекь можно распрострапить на соотефтетвенные отрезки 
примыхъ 9 и 8’, ибо эти отрёзки разиятоя оть ихь просеки 
па ось ф-въ тольщо постояввыяи мпожителами. 


7$. Положииъ, что томкя, взятая на примой 8, нуветь абе- 
цнесу равную нулю; абециесу соствбтетвенной точки прямой 8’ 


означииь чрезъь №“); получииь при этомь положеши А = —^ и 


Х. т, — 9 


Хо (1). 


ть 


р 
Положнитъ, что точка ‘взятая на второй прямой 9’ пиъету або- 
циссу равную нулю, абециесу соотвётетвенной точки прямой 8 


означиаь чрезъ 2; получимь при этихъ усломяхь: 4 = —® 


5.» 


ох ©. 


Поаожииъ, что точка взятая па праной $ безконечио удалена 
оть пачада, тогда А ==1 и означая абоциесу соотифтственной 
точки прямой 8” чрезь Х®, получииъ: 


(3). 


Положивгь, что точка, взятня на прямой 5’ безкопочно удалены 
от пачала, тогда © = 1 п, озпачая абииесу соотвфтетвениой 
точкн чрозь 2Ф получамь т 


(4). 


Постросше точекь, абецисем которыхь 4: п Х®, можно 
произвеети по общему способу; но построеше точекь а и 
Д®, пбоциевы которыхь @@ а Х" предетавалеть ибко- 


37 


торую особеняость, Изъ точки А, проведен пряный Азй,, Аа, 

28. н прамую Ах, па- 
раллельную праной 8; 
изъ точви @, проведемь 
пряныя %А,, &А, и 
чрезъ пересфчещя пря- 
мыхь  (А,@,, 44) н 
(Ала, 44.) проведелжъ 
пряную до перосфченя 
съ А,оо въ точь и; про- 
ведя прямую а. до пересфчевя съ прямою 8’, получинъ точку 
А@, точно тазие построинъ на прямой 8 точку 269; отсюда 
Видим, что эти дв точки вполнё опредфлены, какъ скоро даны 
три точки ва каждой прямой, 


19. Предыдущия зыраженя (3) и (4) дая ХФ и =® обра- 
щаются въ безконечноеть, когда @ = ф; слвдовательно точка 
прямой 8’, соотвфтетвующая безконечно-удаленвой точк® пряжой 
8 ин точка прямой 8, соотвбтетвующая безконечно-удаленной 
точкв прямой В”, лежать также обф въ безконечностя. Но въ 
этомь случав обилия ‘выраженя абсцисеъ какихт-либо двухъ 
соотвзтетвенныхь точекъ прямой В и прямой 8° слёдуюцщия: 


_ Х-АХ,. 
1-7 } 


исключая А, получим : 
ХХ, ое 


х—х, — аа’ 


что покавываеть, что 068 иришый дфлевы пропориюнально. 
Итакь пропорциональное дёлен1е есть частный случай 
омографическато, когда безкопочно-удалениой точкв 
первой пряшой па другой прямой отвфчаеть точка 
также бозконечно-удаленпая. 


80. Вь общихь выражешяхь абсциссъ полодниь А = — 1; 
на прямой 8 получниь серединпую точку, абсцисса которой 


Аплзит. Гконит. я 
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7-2 . 
— 5—5; соответствующая ей точка на прямой В’ инветь 


#2 
2 
абениесою 
(5). 
ели воложинь @й == — 1, то получить серединную точку па 


прямой Я’, а абецисеа соотавтетвующей ей точки на прямой 8 


вт -- 2 6 
Е (6). 


эт = 


Ц 1 Ч 1 о ы Ц р 
Легко видяуь, что точки @, @, 47 а®, равио какф и толки 


А, А, А АТ находятся въ гармоническоуь отношение 


$1. Возьмемь какую пибуди точку на прямой 8, абоциева 
гой точки и% ныБенъ: 


(1— А) (в — =) @). 
{1-2 (@-0 
Дай соотвзтотвенной ‘точки прямой 8’. 
#(1—4)(х,-Х,) 


(8). 


Хе 
{1— в) (1—4) 
Въ этихь рапонствахь (7) и (8) А разаичшое дан различиьыхт 

точекь прямой. 8, одно и тоже для двухь соотеытетенныхь 

точекь, и одпа точка отапчаотея оть другой толуко всананиок» № 
поэтому выражещо, пезавиеятцее отъ А, евть. пыралене но- 

стонниое дал позхф точек. Перемножия уразношя (7) и (8) 


получить: 


[С 
2] 


зи 


[ХХ] 


[6 
т. в. роизведонте в первой чисти этого уравпешы зедичица. 
постояниая, которую мы озлачимт. чрозф М, Итак 

[Хе —28] == М, {9} 0°. 


©) Спам», Оботь Бир. фидо 85. Уранщеще (9. т Мне 
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Этимъ уравнешенъ опредвляетсл абсциеса точки праной $°, 
когда ябоиисса осоотвьтетвениой точки прямой В дана и оно 
показываеть, что вообще омограъичесное двлене двухъ прязыхь 
требусть задаши трехъ поетоянныхь произвольныхь величниь: 
точень Фи А и постоянной М. 


$2. На праной В возьмень дв точки: а, нагн опредфаниь 
ам _ [Ыб 
аа А Ио. 
Для соотвтотвенныхь точекъ прямой 5’ нивемь : 
Х.—Х№ 2 И-@]. 
Ж—х9 ИА 9 р 


отсюда: 


Х,—Х,; представаяетъ проекцию отрёзка прямой 8’ между 
двумя точками Арн Аз, означныь этоть отрёзокь чрезъ Эль; 
отрёзокь той же праной, проекща котораго Х;— ХС), озиачииъ 
чрозъ 8’; отрёзокь 8, проекши котораго т,— х; означииъ 
чрез Вр; отрезокь 8, проекшя котораго ар — 2 чрозь Як. 
Такъ какъ между отрёзканн существует тоже отношене, какое 
существуеть иежду ихъ проекцымн, то: 


Я’ л- За + буре вна == 0. 


Пусть два соотввуствонныхь отрбэка пряшыхь 8 и В’ между 
собою равны, т. в. 


Я,» 


услове этого равенства олвдующее : 


Вр; 


Выь + 8: =0. 


Коли же два соотьвтотвенныхь отрёака равны, во противо- 
положпы, то НивомЪ уеловйо : 


В, — 


у" 
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Эти равенетва можно приложить кь рышенно сявдующей 
задачи: чрезъ данную точку провеоти дв сфвущи, 
которыя бы перосвкали друга дв® данныя прямыл 
такь, чтобы отразки между офкущиии были равны. 
Пусть О есть дапцая точка, 08 п 08° 
Ав данный прямыя. Проведя прямую 
ОА параллельно получнит па 
прямой 3’ току А@, которая в00т- 
втетвуеть  безвонечно - удаленной 
зочев праной 8; проводя 0аб? параз- 
лелью 08’, получинь па пряной 5 
точку а), которая соотиътствуеть 
безкопечио-удаленной точкё пряой 
8’. Чрез» О проведемь произвозьно прямую бах», переовкающую 
прямыя В п Я’°вь соотетехвентыхь точкахь вк и Ава 0т40- 
жинь оть А@} по иаправаенно къ С отрезок» Аб А; = 9 ар; 
соедниия О съ А;, получки па примой В отуезокь в бк рав- 
ный отаку А, А, праной 83°. Если отаожииь оть А от- 
рзокь А Ар, по изиравленно оть С и соедниниь Обь Ан, 
то получить па 8 н 5’ также два равныхь отувака ар ар и 
Ах Ав, о пивющихЪ противоположный направлен. 


83. Когда диз прямыя, двленпыя омогравнчески, 
совивщены, то существують дев точен (дьйстиительвыя 
ИАН мциныя), изъ которыхъ каждая, будучи разематри- 
ваена какъ точка первой спетемы, совпадает ст е0- 
отвфтотвенной точкой второй снетомы (*). Когда дей 
примыя совуицезы, то отрьзки ИХ пропоршюнальцны прове 
ихъ на абецисем, н втвето точекь прямой можно разежатривать 
проокщи этихь точекъ ца ось зв, Иначе: мое каждую изъ 
совналмихь прямыхъ принать за ось @-аъ и ограпачиться раз- 
суатриващень зависныо сти между абецнесажи точекь  этихь 
ирямыхь. Въ тако случа предложеще, зыражелцое ть зачать 
параграфа, приводить 5% сафлующену рнвонстну : 

Ал, Х,—вАХ 
Е УМУ 


<) Сляче, (бол. Спариге УП, 
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Опредвливъ изъ этого равенства Аи внося его пеличицу в% 
общее выражеше абсциесы, получииь абсциесу точки первой 
снотемы, совпадающей съ соотвьтственной точкой второй онетемы. 
Предыдущее уравневе дал опредфаеня А приводится къ слбдую- 
щему виду: у 


®Х, —2,|1*-[Х.--еХ, ——вЙй+Х,— м, = 0. 


Отеюда видныт, что точекъ прячой, ныБющихь сказанное 
свойство, дев, эти точён пазываются двойными точками 
(рошив доц е$} или общихи точкамн; он могуть быть дЪй- 
ствительными, Имоимыхи, наконець могуть 06 совнадать в одпу. 
Пусть корни предыдущего уравнешя суть: А, и ,, по свойству 
нвадратнаго уразвнешя ижвемь: 

Хех, —#,—вто Х—% 


беса) ^^ кв 


Абециосы двойныхь точекь означимь треяъ Е; и & 


вай, А 
отсюда : 
нь а о + ый т 
Я.) + АА, 
и, внося А, 52 Ц А, А.» Получим: 
ве хо, 


Итакь полсумин этих абсииось нли абецисса точки, лежащей 
въ серединЪ между двойлыми точкаин есть величина возможная 
Ха 
и равна — 


2 


+ Аль 
+ +Ал, 


Далье: Р-Р 


2.Х,—02,Х, 


олн: 58, = 5 


аи: #8, = Х0. 20 = а®.ХО. 


Слбдовательно и прямоугольникь изъ этихь абоцисеъ величний 
действительная. Составиыъ уравнеше для опредфлешя абециось 
двойныхъ лочекь, это уравнене сявдующее : 

2 — (ХО Ф) Ею. х® 


хо 0 
$. Означинь точку, абсцисса которой —_ презь О, а 


саную абопнесу ея чрезъ т, пусть 0’ точка второй оистемы, 

соотвзтствелнал точкв 0. Примень за о портить гото- 
ХО 

рое произвольно, точку О, тогда: т = —_- 0, слЪдова- 


зельно. Х@) == -- 2@), а Х® воть абецисеа точки 0’; тавъ что 
‘уравнеше для опредфлешя абоциссь двойныхь точекь будеть 
слБдующее ; 


Когда Х®) и Х@) иизоть одинаме знаки, то двойным точки 
возможныь т, е. двойных точки возножны, когда точза О’н точка 
А@® пожать по одну сторону точки ©, и въ этоль случав 068 
точки лежать на равныхь разетонтыхь отъ Фочки 0. Еелн же 
точка 0’ п А® дежать на разныхь сторопахь точки 0, то 
двойный точкн мнимых, наконоць оели одпа изъ точекъ О’ иди 
АС совпадавть съ 0, то двойныя точки 066 сознадаюуть оъ 0. 


85. Разомотримь тонерь два охограепческихь пучка; есан 
уравнеше одиой взъ иряныхь ооотавляющихь первый пучок : 


У, — 1, =0; 


то уравнеше соотрётетвенной примой оториго пучки: 


3, — ай, =0. 
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Разверненъ эти уравнешя: мы знаежъ, что 


Уи, ео у-ьтьрь Уи, ву тир; 


слвдовательно однородиыя координаты перзой прямой суть: 


АЙ Ав, > А, ; 


врямоугольныя координаты той же прямой: 


Я, 
ой” 


2 — Я, 


=. 
1-й 


Нряжоугольный координаты соотевтотвенной прямой втораго 
пучка суть: 

У,— ой, 
а. 
Пусть @й ==1, тогда О =х, У=юф; но Пи У ипедетав- 

здютъ обрашенныя величины отрёэковъ осей съ обратными 

знавамн; если же обращенных воличины равны 20, т9 саные 
отрёзки разы нулю н сиБдователино положеще @й =1 дает, 
дай втораго пучка прямую, проходящую чрезъ пачало коорди- 
нать; координаты соотввтетвенной ‘прямой нерваго пучка суть: 


(1. 


Пели похожниь А=1, то координаты пряжой перваго пучка 
обратяуея въ безкопечность, слбдоватольно ‘праная пройдет 
чрозь пачало коордииать, в координеты соотяфтотвенной прямой 
втораго нучка суть: 


0 — Шов. У® — Уи, (2). 


[7 —@ 


0 УИ, 
Положныч» что = тогда: (=0, У = 0, 


Но еоли одна изт, координать прямоб равиа нулю, то прямая 
параллольна той оси, коодчинйенть которой обращается ьъ пуль; 
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р 
слвдовательно, полагая == › нивемь во второмъь пучкё 
4 


прямую параллельную оси &-въ; координаты соотвфтетвенной 
прямой церваго пучка суть: 
еб о Пе о, 
> 2 
0.59, П,—ыб, 


=) — 


"Рочно также найдемъ: 
; 
Учи-оуь, 5 = А ву 
\— 9%, У,—©\, 


О 


ТДВ #9) и 5”) суть воординаты прямой порваго пучка, соот- 
взтотвующей пряшой втораго пучка, параллельной оси у-въ. 


ра. 


Е? 

Полагая 4-— °, получниь въ порвомь пучкв прямую 1: 
Е 
' 

лельпую оси х-въ, а координаты соотьвтотвениой праной вто- 


раго пучка суть: 


= По — би, „9 = У. — ОУ м а) 
#,—@и, и, — и, 
Точио также найдель : 
9 По — И, УФ У вУ ть ©. 
тЫ 9—0, 


Полагая @й == — 1, получииь во второиъ пучкв ирлиую, 
которая гарнонически сопряжена съ прямою того же пучка, 
проходящею чрезъ начало координать, относительно праныхь 
(1, У.) и (0, У,} соотевтотвенияя ей прямая въ порвомь пучк® 
гармоничесни сопряжена еъ прамою (5® 5%) относитежно 
прямыхь (#,5,} м (м, ©,). Точно также полагая А == — 1, полу- 
чимь въ первомь пучкв прямую, котория гармонически. сопря- 
жена съ прямою того же пучка, проходящею чрезъ начало 
коордичать, относительно орямыхь (и) &,) м (в, 8) и соотв 
ствепиая сй прямая во второмъ пучкв таряонически сопряжена 
съ арялюю (0.6) отпоситеаьно прямыхь (0% У,) и (0, У). 
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Доказательство отихъ предложешй весьма просто. Уравнешя 
(1). (2) (3) (4} и (5) выведены здвоь сакъ принвры опредвае- 
ыы прямыхъ одной онстены, соотвётетвенныхь пранымъ дру- 
гой ‘системы. 


86. Изь предыдущаго видно, что если уравнеше прямой 
одной. системы : 


(ий) е-- (о, Ав )у+1Ь-фА = 0; 
то уравненше соотььтетвенной прямой другой снозены: 
(0, —е#Ч,)Х-+ (У, —вАУ )У+1-—0©4 = 0. (*) 
Исключая А нзъ этихъ двухъ уравцеш! получимъ: 
ПХ-УУ-Т _ 1 вечеуч 1 
ПХУ +1 @`иа-еу--1 


Геонетрическй смыолт этого уравнешя слвдующй: отно- 
шен{е разстоли! точки (Х У) оть двух произволь- 
цыхь прямыхь второй системы съ отиошешенъ раз- 
столн! точки (2 у} отъ двухъ произвольныхъ пряжыхъ 
цервой сиетешы находится въ поетодиномь отиошен!н. 
Пусть уравновю прямой {%, ®,) въ пормальномь видь: 


Асы 6084, +узшф, — р, =0, 


разетояню точки (2 у} озь этой прамой равно А’; уравиейе 
1 . о 
праной (и, #,) зъ нормальномь вид»: 


А, =Е асов, уз, — 4 =0, 


разотояню точки (2 У} оть этой прязой А,; ураннеше праной 
(0, У) въ вормальномь вид: 


Хоф, +УзиФ, — № =0, 


разетонне точкы (Х У) оть этой примой равно; каконень 
порлальное ураввешо прямой (У, У,} 


р 


о 


1 ЕБ Хсоз$, +У и Ф, —Р, = 0, 


(*) Коррднийты соотофтавенцихь точаиь другой оистелы будемь мостовиио обо- 
зналять былыииии буниани Хи У. 
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разотояще точкн (ХУ) оть этой праной равно %,. Велбдств]е 
этихъ положений предыдущее уравнене вожно написать въ 
таконъ вид: 


и, = в.а или # А, — 2% А, = 0 (0, 

\ А 
ТД и есть постоянное число. Такъ какь уравнеше (1) ие 
должно извиняться, ебли мы возьменъ точку (ХУ) ва началь- 
пую, а точку (2у) за точку соотвътотвонную 6й; то видим, 
ато три этой поренёив должно коевенщенть 2 замёинть 


чрезь —. 
ё 
Возьменъ въ первой оистемв еще прямую, координаты кото- 
рой (и,2.), пормальное уравиеше: 
А, ЕЕ 2008, узи, — 


а разстоянйе точки (2) отъ этой праной равно А’; а во вто- 
рой сиетомв возънемь пряную (0, \.), порнальюе уравлоше 
которой : 


#5 Хо08 Ф, + Узи $, — №, = 0, 


а разотояше точки (ХУ) отъ этой прямой %,. Гели прямая, 
проходящей въ первой системв чрезь иоресфчеше прамыхь А’ 
нА, и чрезь точку (пу} соотимотвуеть пряжюй во второй 
системы, проходящей чрозь перосфчоте прамыхь %, и % и 
чрезь точку (ХУ), то получвмъ : 


ЧА, — МИА, = 0 [© 
ГАВ д’ боть ПОСТОЛИНОВ число и отпоснтедьно этого уравнения 
существуеть тоже замбчине, что при перомбив точки (2 у} на 
точку (Х У) долкно вибето косфомщента д’ ввить его обра- 


щеннную воаичану т. 
и 
87. Выведениых" пани уравнешй (1) и (2) достаточао, 


чтобы пд даниой точкё (2) первой систоны опредфлить еоот- 
увтетвеннуюглючну (ХХ) второй снетемм. Точку (ХУ) будель 
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называть относительно точин (2 у) омотравически соотввт- 
ственною. Если веё точкн одпой фигуры воотвфтетвують 
охогразически точкажь другой фигуры. 10 эти двВ в 
туры чазываютея  омогразическиви фигурами. Пова- 
щемь, какъ изъ уравношй (1) и (2) опредвляются коорди- 
наты Х н У осоотьбтетвенной точки (ХУ) по воордипатаиь 
данной точкн т и у и наоборот, Въ уравиены (1) и (2) вета- 
внмф вмВото 9, 9, 9, ихъ выражения, позучимь: 


(Хоз $, -УзшФ, —Р,) А, — д (Хоз Ф, + Ф,-Р)А, =60 

(ХсозФ, У вши, —Р.} А, — м’ 608, + т ФР] А, =0 

чаи: 

{Асов де А сов )Х--(А зв фи А зтф УР, Аи Р.А,, 

{Асов -- м’ А,со8Ф,)Х--(АцяпиБ А зв) Р.А,’ А 

отеюда : 

АР эт, -Р, “90-е Л, {р ЭВ, --РоЗНФ, ве’ АСР Рэп, —Р.зт %,) 
АвщФ— 9, Ни Ая ($, —$)-+" Ави, 6, | 


| (3) 
АСР, со8Ф,--Р,сояФ, )-+ А (Русо8Ф,-- Роз, )-+`А.(Ров08$,--Р,с05 ь 
Ав — Ф.А чт, Фи Ави, $, 
Дая. координат 2`л у полбдетме предыдущих зазьашй 
получимь : 
п’ ривиь ртр (рутер) (рубта рад) 
п’ — фр’ вв, — 9) За, — 1) 


Х=- 


У = 


4) 
РЗ руеово русов,” (рьвовол — росовор,) 5 (рубоз--рабОЗ9рн) 
пиве” ие, — фи)’ вии фр фоне яи 9 Ф21) 


88. Шрамыя А, А, А„» припадлежащи къ первой снотеят, 
перостчентель образують треугольникъ, отороны` котораго буденъ 
означать чрезь @6е, такъ что уравненю оторопы @ есть Аз= 
уривнешо стороны Ь есть А, =0, урави. стороны © ебть 4,=0. 
Угля треугольника, противоположные этнать сторомаяъ, означияь 
чрозь А, В, 0; уголь А ель уголь двухь приныхь А, и А,› 
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уголь В есть уголь пряныхь А, в А» уголь С уголь прямыхь 
А; и А, Праныя %, Я,, ®, второй системы составляють таке 
треугольникт, сторона его @’ имветь уравкешень %,—0, сторо- 
на Б’ уравиещемь #,=0, сторона 6’ иифеть уравионтемъ #1, =0; 
углы противоположные этинф сторонамъ собтвутетвенно суть 
А’, В’, 6’. Наконещь координаты вершииъ треугольтика АВС 
будемь означать чрез 2,» 9» 2,9; координты верминъ 
треугольника А’В”С’ чрезъ Х,У„ ХУ Х. У, Но ураваопимь 
сторон : 


а... соб +у и, Ро | @'... .Хе05Ф, Ут ФР, =0 
6... ров, --узИир р, =0 | В"... .Хеовф -+-Узф, —Р,=0 
6... сор узтр, —рь-О | 6'....ХоозФ,-УзтФ,-—Р,=0 

находняъ : 

Хзи( ФФ) =РзтФ,--Рузн $, | Узик$Ф, —Ф,)==Р,с08$, -Р,оозФ, 


Хви(Ф,-$,)= Рози, Розн $, | Ут, $, )=Р, сов, --РуоозФ, 
Хан, -Ф)=Рш Ф-Т, зн, Ув, 


==Русо8<в, --Р, 608, 
зи, ря, Рузину, | у.яй (р --9,)=ЕР, 608 2009, 


эк а) трупа, | узвткуи-- др) == рьбовфр,- робозФ, 
ов -- Чи) ==руашф, —рузтф, | узи (фу- 9.) ==, 605, —р,2080, 


Велвдотве этихъ уравпешй, уравпешя (3) пиитинають видъ: 


Ав, Ф) нь А ФФ)" Аут, 


6 
АиФ, нм Уши АиФ, Ф о) 
Аза (Ф,- Фр ви, ФЛ ви, 


х= АХ Фи А ХФ, Фи 'А Хан ( $, "| 


Избъгая литшанто письиа мы не шине выражений 2 2 у, потому 


что по ураввешвиь (5) аегко ипапшедть выражния хи, 
ользулеь замфчащель $ 86 
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36. Пусть А’В” С” есть треуголь- 

в’ никъ второй системы; легко полу- 
чнть нзЪ чертежа: 
Ф,-Ф,-=-п+А.Ф,.-Ф,=9л- В", 

Ф —Ф=— 0; 

откуда: 8 (Ф,-—Ф,) = — зт А’, 

ви (Ф, — $.) = — зав’, 
зщ(Ф, — $,) 8110'. Поэтону, 
уравненыиъ (5)} даежь саздующй 
видь: 


А, Хзт Аа А, ХятВ' + и’ А ,ХовтС' 
АвшА “р вшВ’ ре А звшО" 

_А от А' + вт А.Х, 810" 
А. ЭТА, ЕыАт эВ” "АззшО” 


х = 


Вь отихь пыраженимь эт А’, зи В’, эп С” можно зан’Атать 
противоположныхи сторонами в”, ', с’ н мы получить 


АоХаа’--в А ХУ А.Х, .6' 
АуачниА Бы" Ао’ 
Ач Ури АЯ, 
Аи Ав 


х= 


= 


89. Изь предыдущихь выражен можемь вывести слвдующя 
свойотва омографическихь фигуръ: 1°. Если точка (2) дежить 
въ вершиюй треугольника АВО, то соотвбтетвенная эй точка 
{ХУ лежить въ соотвбтствениой верипиев треугольника А’ В’ С". 
2. Шелин точка (ту), перенщаясь по плоскости, описывает 
правую, 10 и соотвтстяелная точка _(Х У} обисываеть праную. 
Дая доказательства перзаго предаожешя положниь, что точка 
(29) лежать въ вершин А, тогда дяи координать этой точкн 
А, =0 и А,=0, откуда и получить: Х==Х,, У==У,. 

Даля доказательства втораго предложешя папийюмъ уравиене 
праной, описываемой точкою (2у/), вт, трилннейвыхь координатахь 
4, А, А, вЬ такомъ общемъ выдЪ: 


ТАТА, --ВА, = 0, 
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тдв Ь т, п поетодитыя возвчиты, спредфляющия положеше 


прямой. 
Приломииит, что между трилипейныхи координатами первой 
системы А, А, А, и трилинейными координатами второй систены 
‚8, существуютъ олвдующи уравненй: 


ЧАИ А, — 0, 
Ам’ А, = 0. 


Опредёляя изъ этихф уравненй А, и А, и внося ихъ выра- 
женя въ уравнеше данной примой 


ТАТА, +пА,=0 


получишь уравноше собтевтствевиой прямой въ такомь вил 
Те в’ тр’, + пи, == 0. 


90. Изъ пряныхъ одна другой соотвётегвующихь въ двухь 
омогразическихь Фигурахъ особение замвчательны дВЪ: прямая 
первой фигуры, соотв®сствующая безконечно удазенныхь точкам 
второй Фигуры, и прямая второй Фигуры, соотофтетвующая без 
конечно удаленнымт точкамъ первой Фигуры. Если возьмежь 
уравнеюя $ 88: 


_ АХиг-вА Хы’ АХ 
р 


х т 
Ааа’ + р А 
т АУ не, 


А нА А, 


то видимъ, что Х и У обращаются в безконечность, когда 
А + ВА" + мА,’ =0; [6] 


но- послёдиее уравнеше есть уравиеше прямой первой тигуры 
въ триликейныхь координатах; поэтому имен: точкам пряной 
первой фигуры, уравиеше которой (1), во второй Фигурй отвф- 
чають точки -безкопечио-удалениыя. Эту прамую первой зигури 
мы будешь пазывать прямою $. Набдонт, коордипаты этой прямой, 
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воторыя обозначим чрезъ и; и 2;; вотавлян влЪето А’ А, А, 
пхъ выражошя вЪ прлмоугольныхь коордапатахь и приводя 
уравнен!е къ такому виду, чтобы членъ, везависяний отъ сну, 
быль раветь единицв, находим у 


а'60597, + иб'созф, -’6'с05фь 
Фр, +6, 


авто, + @Б’Зтф, -- бт, 
Фиби р, 


По этинъ коордипатамь паходияъ разстояше прлыой # отъ 
вершины А, которое означиль чрезъ 0,0 


р = — 


или вотаваяя выБото в; н ©; ихъ величины н зазёчая, что 
бов, -- Ут, —р,==0 
2.608ф, + ут, —р,=0, 


в’ (ров, Е утчи—ро) 
(роб, ны’ ры илчь 


р® = 


Но тосе» -- АР, тАВ В, разстолые вершины А. 
отъ стороны @. Слфдовательно : 


в’ 
(ернибичые И 


р®—= 
° +5; 


Также паходимъ уазстоянм пряной $ оть зершинъ Ви 0; 
эти разстольйт озачиию чрезъ ©, и 0,@) соствететвенно, 
еб 


р = —— 


(арки рины ор) Иий +7 


ее’ 
Сероч ибр, черно 


Б,® = 
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Заифчая, что №, Ь. 10 = с. В, №==68ША == 0.500, 
ф, — азшВ = 65А изъ предылущихь уревнейй получият: 


ро ра’ 0® р’ас” 
р,® г ° 09 са’ 


Изь этихъ уравиен получимъ значеня постояиныхь чисель 
ии: 

В.О В.еа’ 

в= Ра в = 


м отсюда видимъ, что для опредвлошя двухъ омогравическихь, 
Фигуръ должны быть заданы: три произвольных точки первой 
Фигуры, 1фо соотазтетвелный точки, также ороизвольлыя, второй 
Фигуры и прямая # въ первой ангурв. 


91. Чтобы получить прямую во второй «пгурв, соотвьтетву 
ющую безкопечно-удазеллымь точкамь первой фигуры, прямучо» 
которую будежъ пазыпать прямою У, должео припомаить то зан?- 
чаше, которое вы одьлааи отиоснтельно перохода отт, одной 
Фигуры къ другой именио: дал перехода отъ одной зигуры къ 
другой омогравнаеской должно въ зормулахь составлентыхь ддя 
цорвой Фигуры зашбнить во величины соотитетвениыми и пере- 


я . 1 й г Е 
ить р На: по па. Поэтому, означая чрез, >, 2, 
2,6) равстолшя прямой У оть верить А’В’С” получимь: 


>,@ Би 50 са’ 


2,® = раб’ * ро в’ае 


Сравиеше отихь уравнешй съ предыдущами приводить къ 
слвдующииь равепстважъ : 


ро 2 = р, х@ = р.® 2%. 


Эти равелетва можно выразить следующей зеорсной: Если 
дапы дв омогравическя Фигуры и если вр оббихь 
Фигурахъ построниь прамыя фи 4 то произведен! 
разетолн1й двухЪ соотв бтетвениыхь точеку оть соот- 
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вътотвенных» инъ прямыхъ и Тесть величина по- 
стоянная. (*) 

Йзъ прелыдущаго очевидно, что для опредълешя двухъ омо- 
гразическихь ФИиГуръ можно ВЗЯТЬ 0 трн произвольныхь точееъ 


въ каждой «игурв и прямую У. 
92. Поли въ выражени кооркинать Х ну $ 88 воталииъ 


вибото А, А, А, ихь вырашеня въ, пряноугольныхл, коорди- 
патахъ и положниь дай сокращен: 
а’соврь ид совр "сов, == 6, @’Хасоз и б"Хьбовф,+ о" ,60зф, 
а’ созда -- и совы" с" У созфрь 6”, 
ато иб три ви, ==Н, Ход, -- аб'Хозуи + ис 'Хоамр, == НН”, 
а’ Ува, -- еб’озтон ре с’ У ата, ==Н”, 


— вр — ибр — бр, = — Хи Хи — Хр, = У, 
— Тр — Ти — рер, = 


то подучниь слёдующия выраженя дая этихь координат: 


бо Ну+т б’а--Н“у-3" 
бо--Пу-+1 ? б=+Ну +2 ^ 


Уравнеше прямой $ нервой спетемы, соотв'ётетвующей безко- 
нечно-удаленныйь точканъ второй онстены въ прямоугольных 
хоорлинатахь : 

@2+Ву-+-Т=0. 

Пусть (Х, У,) и (Х, У.) двв точки второй спетемы, соответ 

ствующия двумъ точкаиъ (2; 9/,}и (2 у») первой снетемы, получичть: 
бу, О 
т” бекНи +) ' ба НиТ 


точно таюя же уравнейя получинь для Х, н У,. Возьнеиъ па 
прямой, соедиияющей точки (2, +) и (х, у,), точну, коорлипаты 


которой: 


<) Сшыеа @бош. Эщр, рабо 373. 


Апьлут. Гиоит, 
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Чтобы найти точку, ей соотвётетвующую во второй Фигурв, 
лолжво вставить эти величины хи у въ общйя выражешя коор- 
динать Х и У; произведя эту подотановку, получииъ 


2-Х бану, ТР ‚ба Ну -т 
ба -Ни +7 ба, + Ну, +7 в, +В, +7 
Хх | 
й @2, Ну. + 9 
ба, -- Ну, --5 
бт, + Ну, + д.0 'е,--Н“иг-У” ба, +Ну, +7 
х ба, = Ни, +) бе -Ну +7 ба. +В 
я ба, Ву, + 
| бо, -5Ну, 7 
Выражен:е ба, Ни, дется отношенпо разстоянй то- 
Но р Ри ? 


чекъ (2.9,) и (1) оть прямой % если первое разстояню 
означимь чрезъ д,, второе чрезъ д,, то получив: 


8, й 
хе. а 


р 
1 


Е . 
Отсюда видимъ, что з, равняется отношению омогрази для двухъ 


соотвфтотвенныхь прямыхъ, изъ которыхъ первая проходит 

чрезъ точки (2,и,) н (<.9.), а вторая чрезь точки (СХ, \)) и 

{Х, ,), И 1т0 дв соотвфтетвенныхя пряных еботвт- 

ственными точками дблятся омогразически. На ©сно- 

ваши этого вывода мы моженъ построить дв омограхическя 

Фигуры, когда даны: три точки въ каждой Фигурв и приная # 
ть первой «игурв. 

93. Пусть АВС ти точки первой ®ыгуры, А’В’С’ три со- 

отьтетвенный точки 

С второй Фигуры, $ ирл- 

ъ с" мая первой фигуры, 

Е} отвъчающая  бозко- 

т иечно - удаленнымь 

‚ точкамь второй чи- 

—_— туры. Возьяемь въ 


115 


первой чигурь точку 2 и построимъ ей соотв®тственную во 
второй фигурь; для этого проведемь чрезъ точку ча пряныя 
Ва и АБ; на прямой АС инфенъ четыре точки; А, С, а и точку 
пересвчетя АС съ прямою & па соотвътственной праной А’С’ 
имвемь двв соотвтетвенныя точки А’и С’ и еще точку, лежа- 
щую въ безконечпости и отвЪчающую пересфаенно АС съ 
прямою & по этимъ тремъ точкамъ прямой А’ С’ по $ 78 найдеиъ 
на ней точку а’, отв8чающую точке @; точно также на прямой 
В’ С’ найдемъ точку 5’ отвфчающую точкв 6; провея пряныя 
В’а и А’, который соотвётетвують прямымь Ван АВ, въ пере- 
свчени этихъ пряныхь получииъ точку М отввчающую точкв #0. 
ЭЛ. Если въ Формулахь 
б’а--Ну-- бе -+Ну--" 
ба+Вук) › бе--Ниу 
оставляя ординату точки первой Фигуры шюизвольною, но ко- 
лечною, положижть 2==0%; то получимь во второй Фигурь точку, 
соотьвтетвующую такниъ безконечио-удалениымь точкамь пер- 
вой Фигуры; координаты этой точки вуть: 
[8 6” 
= =’ 


Полагая такжо абоцщнесу < произвольною, во конечною, а 
у=0, имвемъ во второй Фигурв точку, координаты которой 
суть: 

. и ‚_ М” 
а = — =... 
Н’ в Е 

Нокопець если возьмемъ въ первой Фигур точку, лежащую 
въ началё коордичать, то коордниаты соотвбтствеииой точки’ 
зторой чнгуры будуть: 


т, "=. 


И 

Опредёлян взЪ отихь похожей @’ НГ Сб” НУ. и вотав- 
аяй ихъ осличины въ предыдущие общя форпуль, мы получил: 
себе + @Ну+а" 5Уу= Вбе- "Ну в” 
^ бе-+Ву-1 @2+Ну--7 


х 
8* 
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Раздфливь на д числителя и знамевателя обоихъ выриженй и 


@ . 
зашёчал, что у и т суть координаты праной # первой Фигуры, 


координаты, которыя мы означили чрезъ м; и ©, мы получить: 


х= аира н Ване-- оу В" 
ие-учн1 › ао +1 ° 


Пели означиюь чрезь ©, ©’, ©”, В, 8', В", пеличниы первой 
Фигуры, инвюция тЬже звачены, кака нають © о’ о’ В ВВ" 
дая второй, а чрезь О; и У; коордиваты прямой во второй 
Фнгурь, отевчающей безкопечно-удаленнымь точкань первой 
ФИРУры, 10 получииъ: 

а. Хе УУча“, ВХ +в УВ", 


ЕЯ ° = . 


ХУ ХУ 1 


Вставляя выражейя Хи У въ послвяюм два уравненя, ны 
должны получить тожество, которое должно удовлетворяться пе- 
завиенно оть величниь 2 и у; слбдовательно коеффищенты при 
разаичныхь стеценяхь перомвиныхь въ этомъ тожеств® дозжны 
быть равны нулю. Это замбчане приводнтъ насъ кф олвдующииь 
равенствахжь: 

еЦ: + ВУ +1 =0 
Ч; + ВУ; + 1=0 
[2 — мон] Пу + [8"— Вог лы] М: + 1 аи: += 0 
ое ое, ВУ, =, = 0 
й в “ 
ос"; + в В"У; + а", =0 
а’ о 0:48" В оДУ, +1 — В" в, = 0 
а Ве + ВВ, У; + В”, = 0 
а” В.О; + В" В", У; + В", = 0. 
Изъ первыхъ двухь уравнешй получим: 
8—6’ ®—а 
с 
оВ'— Ва 


| 
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изъ остельныхь ваходимъ ; 


в" в" вы 
"ви"! Аве 

__ В-5” асе" „ о — Ва" 
ео ое” В ве, ^ 


Съ поношИю этихъ выражен мы можем выразить 2 у по 
Х и? пе вводя повыхь поотоянныхь, крожъ тёхъ осьин по- 
стоянныхъ, которыя входятъ вь «ориулы, опредёляющы Хи У 
по жву. 


95. Дьв соотвётотвенный точки двужъ омогравическихь фи- 
гуръ могуть находитьея между собою ина различныхь разотол- 
них поснотринь можеть-ли разстояне 4вухъ соотвтетвенцых 
точекь равияться пулю? иначе: посмотрим, ме могуть-ди дьв 
омогразичеся тигуры пыёть общую точку, которая сама себь 
соответствует? Даля такой толк, если она возможна, пеобходиио: 


Х=а&, У =у; 
сявдовательно ея координаты сиу опредфаяются изъ уравненй: 


сеет” Вик Воду В" 
ы = веку +1 


ах--фау 
опредфлия у изъ нерваго уравнешя, получить : 


__ ши бана” 
7 =) 


подетавляя эту величину у во второе уравнеше, получить: 


на (в- В’) -5Ти(сед' Вог) (ВВ Де (ВВ 


(ви -ече’ и, 


%; (@—) аа”) ка” 
авы Ив" 
иене" ® 9 ( р) 
пан: т 


в(х—в') 


1:8 


или пользулсь уравнешями предыдущаго $ получим: 


иж ти" — 
(2-9) 


ая‘ Пао жа’ 
илН: - 


(2—0) У {а 


Это уравнен{е третьей стенени относительно 2-са, поэтому 
заключаенъ, что вообще дв омогравичесмя Фигуры могуть 
пифть три общ1я точки, изъ которыхь каждая сама себ® 00- 
отвтетвуеть, Эти общ/я точки двухь омографическихь зигуръ 
называются двойнымн точками. Въ частныхь случалхь изъ 
этихь трехъ точекь двё могутъь быть мниныя, но одна всегда 
двйствительная; одна, илн ДВЪ., иди вов три двойныя точки 
могуть лежать въ безконечиости, наконець двф илн три точки 
шогуть совпадать и каждому изъ этихъ чистныхь ‘случаевь 01- 
ввчаеть особый саучай омограз!и. Не изслвдуя этихъ олучаелъ, 
иогому что построеше корней кубичнаго уравнешя требуеть 
знан: спойстаъ вривыхъ втораго порядка, мы ограничииея зАвоь 
только указашемъ ла существоване трехъ двойныхь точек въ 
оногразяческихь Фигурахт, 


96. Решниъ теперь вопросъ объ омогразическомъ преобра- 
зоваши илощади треугольшика; другиий словами: найдемъ выра- 
жене площади одпого_ изъ омографяческихъ треугольижовъ по 
площади ому соотавтетвеннаго. Если координаты трехъ вер- 
шинь треугольника первой чигуры суты у, 2'у’, "у"; а 
координаты соотввтетвенныхь вершин второй Фигуры: ХУ, 


ХУ", ХУ"; 10 площадь опогразическато треугольшика равна: 


УХх— ХУ’ + УХ’ ХУ" УХ — ХУ 
р 


Достаточно вычислить выражеше УХ’— ХУ’, выражены: 
УХ” —ХТ’ и УХ —УХ" получаются изъ предыдущаго 
чрезъ круговую заявну значковь °*”. 
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ух хи НТН учу) (бану (ве) | 
(бэ+-Ну- (6-4 ? 
или, по раскрыми скобокь, употребляя слвдующы обозначен: 
(бу 6’ Н”"— “6, (бет, =", 
(РН (угу) +67) (и) (уу) 
(@х-+Ну-+(@'+Ну'+7)} 


УХ'— ХУ’ = 


точно также находииъ: 

(Ну) (6' 5-е" } 
{бе -Ну’--7) (бо +Ну"- Л 

Неее НН У", 
(бд” + Ну"+3)(@а+-Ну +5) 


УХ“ 


УХУ = 


отсюда: 
ХХХ ХУ Хфх У 
(ау ку" ау" та") 6") 61 
{бе +Ну 7 (бе -=Ну--7) (ба +Ну’ +7) 


Замвчая, что 
(6) 1—6”) Н- (в) в= 6”, 
т. е. равнлется детериннанту системы 
ен у 
снг 
|8: ОЕ 
означая чрезъ О,, 1),, О, разотолны вершинъ °’” отъ прямой *, 
замфчая также, что 
бе чу +; = И.О, 
ба’ Ну’ +7 = Ибо, 
ба" Ну" = И.О, 
и паконець означал площадь треугольиика первой Фигуры чрезъ 
М, а второй чрезъ 2“, получим: 


420 


ен 7. 
— И@- ° В, р, Б, 


Отсюда получлень саёдующую тоорему: площадь оногра- 
хическаго треугольника разняетол площади даниаго 
треугольника, дЪденной на произведен!е разстоан1й 
трехъ вершинь от» прямой # и улношенной на по- 
стоянное число. Чтобы пайтн значеню этой постоянной, 
зозьиемь чреугольникь, вершины котораго суть двойныя точки 
обвихъ омогравическихь фигур; тогда „яз. и разетояшя 
0, 2, В., обращаются въ разотояща этихъ трехъ точекъ оть 
пряшой #; буден обозначать эти постояшныя разстоящя чрезь 


Ни» М, Нь; тома 


би 
ВоН., = ; 
Ри 
а отсюда вообще: 
и’ — ВН, . 
9“ во, 


97. Предыдущая форнула опогразическаго преобразования 
площади треугольника выражается въ впализВ тооремой умно- 
жешя двухъ дотериниаиторт, Дьйствигельно если въ выражеши 


площади р = а а ут 5“ 9 Бака замвнияъ хи 9 
чрезъ ы ы 
— и `-, то получимт: 
И Е р ° лучимт 
до ааию , 
рр’ 


"Точно также получим: 


(бо--Ну-+-3)(б=--Ну" р. Об у2р), 
вр” 


ор @но- 


(2) Эиа зормула дана капиталом зралцузской примеры Форои% (Раше). См, 
М№ову. Арт, 468 Мы. ппобе 1858 р. 332. 


131 


ХУ1 б’х Нур, "д Ну +7 р, бо +Ву + 
= ХУ == бе ур”, б’а уу", бе Ну ду | 
ХУ” 1 Ну Тр" бо Н ур" бану +5" 


(бт--Ну-+ 3) (бо +Ву’-ч-4’)(бе” -+Ну" +) 

ба +Ну № ‚бо +... бы +... 
= -— ба’ Ну др’, ба -..., бе’ +... | (бе. (би. )(ба’+..} 

ба’--Ну"-- р", ба"... 6”... | 
Вставляя эти выражены въ предыдущую Формулу онограхическаго пре- 
образовашя волучныт : 
6 НУ] ур ба +Ну р ‚б’е +Ну --Тр ‚б”’о-Н“у +7 
СУ’ |==| ба’ Ну ду, бо’ Ру Гр’, б’ж-Н "у" Тр 
СНГ уь” |бо--Ну др”, б’о Ну" Гр", б’аьН"у "р 


‘ 
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УТ. ПЕРЕнвЫА КООРДИНАТ, — ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ОМОГРАФИЧЕСКИХЬ 
ФИГУРЪ : ФИГУРЫ РАВНЫЙ Н СИММЕТРИЧНЫЯ, ФИГУРЫ ОМОЛОГИЧЕСКЯ 
и подовныя. — 


98. Пра ращеши задачь Апалитической Геометрии весьша 
зажнымъ средствомь упрощезял Формуль, а волёдотие того и 
самыхь рыводовъ изь нихъ, служить перембна осей ко- 
ординать въ другфя. Пусть точка М относительно пряшо“ 

32. угольныхь осей 02 нОу опредфляется 
ординатою МР=у иабециесою ОР==2 
и пусть, принимая положеня двухь 
другихь праныхь 0’ и 0’у' изввст- 
выми:, требуется опредванть поло- 
жеше точкн М относитедьно этих 
прямыхъ. Новыя оси Ох и 0’ 
могуть составяять какой-либо острый 
или тупой уголь 2/0’, который 
означимь чрез сё поэтому эти оси называются косоуголь- 
ныни осями коордичатъ. Подожеше точки М относительно 
этихЪ 066й опредваяется слёдующимь образонъ: изъ М про- 
ведемь пряную МР” параллельно О’у’ и прямую МО параллельно 
0’; величины отрьзковь МР’ в О’Р’ при толь же услови от- 
носительно знаковь, которое было изложено для прямоугольных» 
координать, опредфдають положеше точки отпосительно этихъ 
осей и называются косоугольныхми координатами точки М, 
Пусть прямоугольных координаты новаго мачаля, т. е. точки 
0', сув: в п В, уголь оси Ох съ осью 0'%’ равняетел у, 
уголь осей х’О’у’ые, косоугольныя координаты точки М о1- 
носительно новыхь осей МР’=:у’ и О’Р. =”, найдемь выражен 
2’ ину ванну 

Уравнеше прямой 0’д’ относительно прежийхь осей, какъ 
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прячой, проходящей чрезъ точку (а, $) и составляющей уголь 
Ч съ осыо х-въ, слвдующее: 
у-5-=и+. 9), 
или, призодя это уравнеше къ нормальному виду: 
сои —2.в-(еомр—аяйиу) = 0, 

а потону разстояне точки М(2у} отъ пряшой О’т’ равнхется 

усову—ениу— (6608 уаз). 


Это разетояи!е составляеть катеть прямоугольнаго треугольника, 
гипотенуза котораго МР’, а уголь противоложный катету или ра- 
венъ <, въ случав остраго угла, илн равен л—0, въ случав 
тупаго угла 0; поэтому въ томъ и другомъ случав гипотенуза, 
наи МР, пли 
усову—авиир —(Ь совр — вв) 


й 
9 = - 
и Эл 


Координату &’ можно опрелблить изъ выражешя у’, замьчая, 
что переходя оть оси 0’х’ къ оси О’у’ уголь 4 заиьняется 
угломь зр--а, а уголь < угломь 2; поэтопу 


увов(цр--й) — эр + @)— Сеозбр+о) — авш(уа:)) 
Эа 


сли положижь, что угодъ х прямой, т. е. если переходимъ 
отъ прамоугольлыхь осей координать ит прямоугольныит, мВияя 
только пачало координатъ и ваправлеше осей, то получимъ: 


совр + узний — (фзпир + @с08/} 
у’ == убор жяниу-—(феозу—азйну). 


Еесан положниъ, что ось 0’д’ параллельна оси Оз, то ф==0 и 


г 2—0, У=у, 
т. в. при пережив одного начала координаты зочки относительно 
новыхь осей равияются прежних координатаиь, ужедыненнымь 


соотибтетвенными коофдинатани новаго начала. 
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99. Мы опредёлили новыя координаты по прежнииь, по -при 
переходв оть однихъ осей иъ другимь необходино знать выра- 
жешя прежинхь коордннать по новымъ для того, чтобы, встав- 
ляЯя эти зыражешя въ данную Формулу, получить знечове ся 
относительно нозыхъ осей. Опредёлеше прожнихъ координать 
пе новымъ, когда ине выражешя новыхъь координать по 
прожиняь, очевидно вопросъ алгебричесяй : должио рёшить ен- 
стету двухь уравнешй : 


усор—езниряу‘яное ++ (Бсозу-— авар), 


усоз(у-- а) ани = Веоз (у +4} — ази(у-- 2) — хто, 


принимая у и = за исизвёестныя. 
Решая эту систему, получимъ: 


уу’ фа) +е’зиир-Ь, 
ау’ созу-на х’оову а. 


Даа перехода отъ прямоугольныхь осей къ прамоугольныхь, 


= 


имфемъ, полагая & => 


у=а’зйиу + усону-5, 
2—а’с0ву-узНир-+а, 


Заьтииь, что при перемвив одного направлешя осей безъ 
перемвны начала, должио полагать въ предыдущихь Форму- 
лахъ 6=0, в=0. 


100. Покажемь, кокъ перейдти оть косоугольныхь осей 
координать къ косоугольнымъ же ‘осям, Цереходя оть пряно- 
угольныхь осей ху къ косоугольныюь 2’, ииремь : 


ууу наз, 
ау сов(у +) +т’еову-а. 


Переходя отъ прязоугольныхь осей х у къ косоугольнымь 
ость 2’ у’, пывемъ: 
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уу на) + а”зиуи +5”, 
ду соя на" воза", 
тд \’, ©, а’, $’ пывють твже значешя относительно осей 
"у", кая иифли величины у, ©, а, В относительно осей 2’ у’; 
поэтому Ч’ фу” есть уголь ен 2’ еъ осью 2”. 
Сравнивая предыдушйя зыражешя прямоугольныхь координат, 
ниренъ: 
узт(у-- ) +а’знир + 0-=у’вт@у +’) + а”епну +5, 
у’созбу +) + з’совучану" вов (и ег’) -- асов; 
рёшая эти два уравнешя ониоситедьно ж’н у’, имбель: 
узтаеу“ вии -учна ав" +" В)вову (в) зпир, 
ата =” ЗН — уе оне” вИар — уно) учое) 
— ("Бер =). 
Найдешь геометрическое значене выражен: 
(6'—5)сову-(а'-@атра-азтоучно) (6 Бозе). 
Разстояне точки (2у) оть праной О’х’ равниотел 
усов —жзйир-— (ео — аз} 
вотавляя №’ на’ вмбото у и < получняь вырашеше перпое, 
слвдовательно (1) означаеть разстояне начала осей 2” у” оть 


оси 0’а’, означияъ это разслолше чрезъ 5,. Точно также раз- 
столше точки (@’5”) отъ прямой О’у’ равияетса 


{Б— Б)сову + <) —(а—авш(р-+ а), 


это разетояще означинь чрезъ @,. 

Но означая чрезь а” и 6” косоугольный координаты вачала 
осей 2” у’ отпосительно осей а’ у’, видияъ, что 6, предетав- 
дяеть катетъ пряноугольнаго треугольника, гипотенуза кото- 
раго 5”, а уголь противоположный катету ссть е, поэтому 
$, =Б’Ыва; точио тавже а, есть катетъ прямоугольнаго треуголь- 
ника, гипотенуза которато @”, а уголь противоположный катету 
есть тоть же ©, только взятый по противоположному ниправло- 
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ню, поэтому в, = — а’5то. Шользуясь этизи обозначениии и 
замфняя разность у’—ф чрезъ зу”, получим : 
узи и" ., 
ани 
Вто 
, у’вшер” на — в) нат“ — ©) „. 


® = и + &". 
ве 


Эзи Формулы самыл общщя для перехода отЪъ прямолинейных 
осей координать 2’ 9’, составллющихъ между с0600 утоль 4, 
къ другинь прямолипейнымъ осям 2” и У”, когда начало ихъ 
относительно прежнихъ осей опредёляетсл коордипатани а” 5”, 
ось 0’д’ составляеть съ осые О”д” уголь чу”, а самыя оси 
0”2" и 0”у” составлаютъь между собою уголь о". 

Изь предыдущего видимь, что при перемёив прямолниейныхь 
осей коордвнать на друмн прямолинейныя перзоначальныя 
координаты выражаются рад ональными линейными Фупк- 
шяни новыхь координатъ, Въ общемъ видв перемёну коор- 
динать ® у па 2’у’ можпо выразить слфдующиии Фориулани: 


ат’ -+щу’ а, 
ут’ у’ +6, 


тдв п, я, а, т’, ®’, 5’, ведичины опредфдяющ/я положене новыхъ 
осой относительно прежнихт; изъ пихъ только @ и 6 совериен- 
но произвольны; коеофишенты же 2, п, и’, и’ долины удовле- 
хворять уравношнмъ : 


эту’ —@) з эт(" нае — 92) 
#8 = 
ЭН ыиС 
‚зу ‚ _ зу”) 
- ъ = 
вта эта 


101, Обратимся снова къ онограФическинъ Фигурамъ и раз- 
омотрияъ ивкоторые частные случаи омограхическаго пре- 
образован1л, т, е, перехода отк одной Фигуры къ зигурё 
омогразической, 
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Положнаь, что двз омогравическя Фигуры имёютъ то свой- 
стро, что разстояыя точекъ одной фигуры равим разстоамянь 
между соотвтственными точками другой еигуры. Если соотввт- 
ственныя разстолыя обфихъь Фигуръ нежду собою равны; то 
очевидно, что безконечио-удязеннымъ точкаиъ одной Фигуры 
отвзчають бозконечно-удалениыя точки другой и что для конеч- 
ныхъ разетояый одной Фигуры разстояшя собтвфтствениыхь 
точекь должны быть конечния; поэтому въ форнулахъ: 


Чжу Сену? 
б=-Ну--{ * бш-- Нун? 


х 


коехонщенты @ в Н должны быть равны нумю; въ протизгомь 
случа точкамъ, координаты которыхь удовлезворяютъ. уравненио: 


бе+Ну--7 = 0 


и которыя могуть быть на конечвыхь разстояшяхь оть начала, 
соотвьтетвовали бы точки безконечно-удаленный. Поэтому въ 
разсматризоенонъ случаз Формулы омогразическаго преобразо- 
зашя принимають видъ: 

ст ео г 


х . - = и 
ету’ +» У У 


и, Хер +вуча, == та +в +Ь. 


Возьмемъ дв® точки одной Фигуры (2, 9,) н (25 9,} н е00т- 
ввтотвенныя точки другой (Х, У,) и (Х, У,); ваходина: 


ХХ ви, ун, Уна) (у, 1), 
откуда: ха 
= и" (ауа уч Вбтиееиии" баня уу -нчнибу г, 


Равепотво соотвтствениыхь разстолшй возможно только при 
существовати елбдующихь уразнешй : 


тат = (1), тя-ни’и-=0 (8), пи” (3). 
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Чгобы удовлетворить уравиеншиъ (1) и (8) положим: 


Иов, т’==НИир, и-=608у", в ==зНиу". 


Внося эти величины въ уравноне (9) получим: 


озу’ — 4) = 0. 


Ограничиваясь значенами угловь 4’ и 3 меньшими четирехъ 
прямыхь угловъ., имфень дан угаа \’ — 4’ слдующы два 
значешя : 


Въ первомъ случав = „ сов’ 8ПИЙ, 500094 


и п-=— р, ®=605 поэтому Форяулы омограхическаго про- 
образоватя въ этомь случаф прининеють видъ 


Х == ибо узучта 
У = яз + убор 6 


, За а РИ 
Во второзь случай зу’ 5, сов’ ЕЯЙИИ, ВП = соя, 
П-ЕБНИЙ, #'==-—608 и Формулы омограхическаго преобразовашя 
препняають сабдующЙ видъ: 


Х = гоовр-+ узи +а 
(2). 
У = изйир —убозу-Ь 


Итакъ имфемъ два случая омограхическаго преобразованй, 
при которыхъ разетояшя между соотвётетвенными точками в% 
объихъ Фигурахъ равны. Разомотринь каждый ИЗЪ этихъ бау- 
часвЪъ отдьльно, 


102. Форлулы перваго случая преобразовая или перехода 
оть одной Фигуры къ другой: 


Х = псом узтуча, 
У = ояир-усову НВ, 


тьже, каюл мы нивли лая перехода оть однихъ прлиоугольныхь 
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осей коордитать къ другимъ также пряноугольным  осялъ. 
Такая перемВна осей коордипать состойть вопервых въ тонъ, 
что ны переносныь начало координать въ точку, координаты 
которой @н 6, а оси координать перемфщаелъ параздельно ихъ 
прежитиь паправлешлиъ ; это переизщеше можио представить 
какь передвнжене вовхъ точекь осей координатъ. по. прянынъ 
паралаельныть прялой, сосдиняоющей прежнее пачало съ точкою 
(@, 5) па розохожые равное разстоянйо этихъ точекъ. Далёе 
перенвна прихоугольныхь осей координать на друмя прямо- 
угольныя состоить въ томъ, то мы обращаемъ оси координать 
около точки О’(в5) па уголъ, который должна составить ось 
0% съ новою осью О’х’, Отсюда очевидно, что и переходъ отъ 
одной Фигуры къ омогразической въ томъ случаЪ, который мы 
разематриваень, можно представить состоящим изъ перевще- 
Ил ВОВхЪ точекъ второй эигуры по прамымъ параалельльягь 
прямой. соеданяющей дьв соотвбтетвенный точки па разетолще 
равное разотоянйо этнхь точекь (такое перенвцеше называется 
поступательныхь перомёщещемь Фигуры), и изъ вращен!я 
всей тигуры около точки совпадешя двухь совуботивытихе 
соотвфтственныхь точекъ, зращеня, измерленаго” углоть у. 
Чтобы показать вполи®, что при такояъ перемьщеши всф точии 
одпой фигуры совпадуть съ соотвётетвенныйй точкани другой, 
докажемт, что углы соотвфтетвенныхь пряныхь въ объихь фи- 
гурахъ нежду собою равны и равны у. 


103. Означвиь праную первой Фигуры чрезъ #, соотвьт- 
ственную ей пряную второй «игуры трезъ Ё и пусть нормаль- 
мое уравнеше перзой прямой: 


2608ф -узтф — р = 0. 
Чтобы получить уравиеше прямой Г, дозжио изъ уравненй: 
Х = 20605 —узширча 


У = хзииу кузову +В 


26080 +узшф—р 


Лилли» Гкоивт. 
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искаючить 2 и у; ушножая первое уравнен!е на А, второе на 
@, силадывая ихъ, вычитая посдвдиее н приразнивая коезфищен- 
ты при 2 пу пужю, пывемъ уравнеше праной Ё: 


Хит = даты +р, 

неопредфленные коеффищенты Ян опредфляютсл изъ уравненНЕ 
А вовзу + изу=еовф , 
— Азбнр-+ позу ф; 

откуда: # = с08(4+9), в = т (9+9) и уравнене 


прямой Г инзеть вид; 


Хооз(у-+ф) + Уз) — (асоз( уч) + отр) р) = 


7 
отеюда уголь (№0) = фур ф у. 


ФО. Есан теперь, взлаши двь соотвфтетвентыя точки — 
одну въ одной Фигур&, аругую въ другой, изь эхихъ точекь 
проведежь прямыя въ первой Фигурв {, #, {'..., ко вевиъ ея 
точкам, во второй Фигурв — прямыя: С, [, Г”.... КЪ 600т- 
ввтетвенныымъ точкам; то по доказанному низом: 


о 


—® 
ВЕ ИР МР... ву. 


Переньетииь вов точки зторой Фигуры по прямымъ параллель- 
пы праной, соединяющей двЪ соотвзтетвенпыя точки па раз- 
стояШо ятихъ точекь, углы прамыхъь Би Г, Гир.... в 
измБнятся, но вов эти прямыя будуть проходить чрезъ одну 
точку ; обращая вторую хагуру около этой точки па уголь р, 
мы совмфетнать соотефтетвенныя прямых , причемъ концы ихъ 
также совпадутъ по равенству соотвьтетвенпыхъ разетояшй. 
Отстода ВИДИмМЪ, что разсматриваемый намя случай омографиче- 
скихъ Фигуръ представаяеть дв равных Фигуры ий самое 
омогратическое преобразоваше представляеть лЪъ этом случа в 
перемвщен!е нензивняемой эигуры на плоскости. 
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10$. Разсматризая равныя фигуры на плоскости, какъ Фигу- 
ры омограФичесьы, мы моженъ вывести другой способъ созмьше- 
ны этихь Фигуръ. Мы видьли, что дв омогразичесня фигуры 
иивють вообще три обшИя точки пли по крайней уёрф одну 
общую точку; найдемъ же для этого случая эти облил (двойных) 
точки и посмотримъ, сколько такнхъ точенъ могуть имёть дв 
равный Фигуры. Для общей точкн необходино : 


Хх=- 


У=у; 


ь 
отеюди и получаеть два уравяешя для опролфлеши координат 
общей точки: 
п==теоя — узи +в 
у-езнир-- 2608 --5. 
Эти уравнешя показывають, что для двухъ равных® чигурь 


существуетъ только одна общая точка, гоорлипаты вая опре- 
двляемыя изъ предыдущихь двухъ уразнени, суть; 


5 фео5". ны 
азт — 26085 .  @608х 


.# 
Эт Эш 


Эта точка лежить въ безконечнестн, когда ф=0, т. е. когда 
соотв тотвенныя прямыя двухъ равныхъ игурь вежду собою 
парадлельны; но въ такойъ случав завнеиность между коорди- 
натами соотвётелвенныхь точекъ выражается уравнении : 

Х=ача, У=У+Ь 


и созифщен!е обвихь Фигуръ можно произвести одинмь посту= 
пательнымь перемвшешенъ. Устраняя этоть случай, какь чате 
ный, примемъ общую точку за начало осей коордипать, общихь 
обфиюъ. вигурамъ; означая чрезъ 2’у’ координаты точки первой 
Фигуры ‘относительно этого начала, чрезь Х’ ТУ” координаты с0- 
отавтотвенной точки второй Фигуры отиосительно того же 
начала, имвемь $ 

8+8, ХХ, 

ужу-чу, У=У-у. 

9" 
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Откуда: 
Хер —(у+Ущича, 
У = +азнир- (у’+ у)сочф +6. 


Но координаты 2 у, казъ координаты общей точки, должны 
удовлетворять уравиеняиъ : 


асов — узпир-на, 


у= Язиир-+ 908-65; 


савдовательно : 


Озсюда видиюъ, что когда Зи начало коорлинеть возьмемь 
общую точку двухъ равныхь Фигурь, 10 переходь оть коор- 
динать одной Фигуры къ кобрдниатамь другой совершаетея безь 
перемны вачала одивиь вращешень второй ‹игуры около 
общей точки па уголь зу. Иоэтому общую или двойную точку 
двухъ равныхь Фагурь на плоскости можно назвать цонтромъ 
вращев!я двухь равныхъ Фигурт. Отсюда полузавыъ тео- 
рену; Волкое перемфщен!е неизибиленой фигуры ца 
плоскости можно произвести одницъ вращен!енъ этой 
игуры около нЪкоторой точки плоскости. Ийдерь д0- 
казаль эту теорему для иеизибиленой Фигуры, пачорченной на 
поверхности шара пезавнопию оть величины радуса шара; 
поэтому таве теорема дия плоскости есть частный случай тео- 
ремы Иблера, отьёчающ рамусу шара, разному безкомоч- 
ности. Ша плоскости эта теорема подлежитъ нсключенио въ тошь 
случав, когла у =0, т, ©. когда соотьзтотвепныя пряный парал- 
лельны; тогда, какь мы вндфлн, для совиыщеня объихь фигуръ 
достаточно деть одной игур8 первибщене поступателыгое; пои 
этоть случай ножемь подчинить общей теорем, если разешатри- 
вать, кокъ того требуетъ анализь, поступательное перемвщеше 
какъ вращене около цепзра, удалевияго въ безконбчность. 
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406. Покажень, вакъ находится геомотричеени цештръ вра- 
щеня двухъ равинхъ Фигуръ. Изъ опродвлен!я центра вращения, 
какъ общей точии двухъ равныхьъ Фигуръ, видимъ, что разетоя- 
вы двухъ соотвбтотвенныхь точекъ оть центра вращения между 
собою равпы н что уголь между этнии разстоящяни равенъ 1; 
поэтому, есан Ми М’ дв соозвётетвениыя точьи, 0 иентрь 

33. вращент, то МО == М'О, а уголъ 

МОМ‘ =; перпендикуларъ ОР, двлить 

разстоян!ю двухь соотвфтотвениыхь то- 
зы’ Чекь пополам, отедовательно центръ 

вращешя дежить на порпендикуляр$, 
возставаевномь н3Ъ середины равстоля Авухь <оотететвевныхъ 
точекь. Возьнель дв пары соотввуствешиыхь зочекь и изъ 
середниъ нхъ разстознй зозетавимь перпендигуляры; точка пе- 
ресвченя перпендикуляровъ будетъ неконый певтрь вращения. 
Когда озмачимъ разстолще двухЪ соотввтетвенныхь точекъ Ми 
М’ чрезь В, то разстоле этихь точекь оть центра пращешя 


или радтусъ вращешя Й = ——. 


107. Разонотрии® ‘теперь второй случай опографическаго 
прообразовашя, при которонъ соотввтотвенный разстовыя въ 
объихь чигурахъ остаютея равлыми, Формулы, ‘выражаюнщуя 
соотношешя между коордиватани точекъ этихъ Фигуръ, суть: 


—=деоззр --узнир а, 
У=оии-— усов, 


Эти аормулы отаичаются оть Форнулф преобразовашя двухъ 
равныхь фигур, поэтону нельзя перейти отЪ одной фыгуры къ 
другой переизщешемь нензмвияемой Фигуры по плоскости; но 
легко видзть, что если перемцимт знак ординаты у въ первой 
Фи’урф, не нзувняя знаки У во второй фигур, то эти хорнузы 
принимаютъ видь Формуть, выражающихь соотношене нежду 
координатами двухь равныхъ, но различно расположенныхь 
чигуръ на плоскости. `Шоэтому ебли построниь тавя точки, 
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которыл, относительно точекъ первой енгуры, находились бы на 
равныхъ, но противоположныхь разстоямяхь оть осн 2-въ, 
имя тв же абоциосы, то построенная по этому способу фигура 
будетъ равна второй фигур. ДвЪ Фигуры, низюция то свойство, 
что разстояшя соотвтетвенныхь точекъ этнхъ оигурЪ отъ какой- 
либо прямой (оси сивиетри между собой равны, но противоноложны» 
называются сниметричными Фигурамн. Отсюда сафлуетъ, 
что переходь отъ одной Фигуры къ другой въ томъ случа, 
когда координаты одной выражаются по координатань другой 
хормулаин , написанными въ начаяё $, можао предотавить 
состоящихь изъ симиетричнато нреобразован!л и изъ 
перемицешя неизивняеной Фигуры по плоскости. Замвтимт, это 
снинетричныя Фпгуры иа плоскости совифетпмы, но совивще- 
ше нхъ иевозножно произвести перенвщешень по плоскости; 
изь самаго построен онмметричныхь еигуръ очевидио, что 
если обратанъ ту часть плоскости, на которой‘ помвщена одна 
Фигура» около оси силивжр!и ва уголь равный 2-мъ прамыиъ, 
т, е. до совывщешя съ другою частью плоскости, то 00 
Фвгуры соввадуть. 


#08. Полощжимь, что дв омогравическя фигуры пивють то 
свойство, что ихъ соотвётетвениыя точки дожать на прямыхь, 
сходащихея въ одну точку. Слёдуя Понсле назовемь таки чи- 
туры омологическиии (Йотгез Вотоюо1иез). Можно было бы 
дать такишь Фигурамь пазваше персчективныхь фигурз, 
по такое названо было-бы слишком общое; потому что Фигу- 
ры, которыя мы будешь разонатризать, пром того свойства, 
что ихъ соотвётственный точки зежатв на прячыхъ, оходящихся 
вЪ одну точву (въ перспективв), инфють обния своботва оно- 
гравическихь фигуръ, выражаемыхь сафдующими соотношении 
между координатани соотьфтетвенныхь точекъ : 


Саут бен" 
бе НиТ ? бе-+-Ну-- 


КосфФищюнты этихь выражен! должны быть опредвлены изъ 
условя перспективности. Точка пересвченя возхъ прямыхъ, 
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соединяющих соотв Втственныя точки двухЪ онологическихь зигуръ, 
цазываетоя центром омологин (сешге {'Ъоизо[01е); означинь 
координаты этой точки чрезь «и б. Уравненю одной изъ пря- 
мыхъ, соеднняющихь дв соотвётетвенныя точкн: 


1—5 = А(Е-а), 
т4В 4 и 5 перенвиныя координаты прямой, А — величина по- 


отоянная для одной и той же прямой. Такъ хакь эта прямая 
проходить чрезъ точки (2) п (ХУ), то получииъ: 


У 
ЕВ п А 
=—а Х—а' 
, 5 
откуда: а 


Вотаваяя выфото Хи 1 ихъ выраженя, позузинъ; 
{б"— 56) + (Н”—ФНду 9—8 У 
(6 —аб)з-+ (Н'’ —вНу-Т —в1 =—@ 
Упичтожая знаменателей, имвемъ: 
(656) --(И"—5Н-6' + а@)гу—(Н’—аНду 
+ [—Ы—в(6”—56) +56’ —06)] 
—[@&(В'-5-+--а3—КВ’ в) ]у--В а" =0 


Это уразнене должно удовлетворятьсл независимо отъ велачинъ 
2иу, поэтому коеффищенты должны удовлетворять ураввен янь: 


6/56 =0, Н”-5Н-б'-ав=0, Ноно, 
а" во "-а45=0 66’—аббн р =0, Ва". 


Изь этихъ уравиешй имен: 


1 
б=ебаг——, Нан, 6" =, 
а 


о ы 
НИ, =. 
а @ 
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Вотавляя эти величины въ обиия Фориулы олографичоскихь 
Фигурь, получииъ соотношеня между координатами омохогиче- 
окихъ Фигуръ Ръ такомъ видё: 

7 у 


@—9 (1. 9—9 (1—5) 
и бе+-Ну--7 * 


бе Пу-- 


Есдн положиыт, для сокращения : 


г 
в в Н т 


я 
р И а. 
Ге Иен 9" рае 19 уда 


то предыдущим Формулы примуть ан/Ъ: 


(=—а) Уь Му-в 
деозф:-нузир-р: теозутузши- р: 


Х—в 


109. Уравнеше: — 200зф+ узи; — ри 0 


есть уравнене прямой # въ первой сагур®, точкамъ которой во 
второН ФигурВ отвёчають точки безконечио-удаленныя; 9; есть 
уголь оси 2-въ и периендикучяра, опущеннаго изъ начала коор- 
динатъ на прямую # р; есть длипа этого перпондикуляра ; 
ходи --узша,— р: предетеваяеть разстояе точни (# у} оть 
прямой &, которое мы будемъ обозпачать трезъ 4;. Пусть 4 
есть равотояще точки (2) оть центра омолои, О разстоаше 
собтьвтетвениой точки СХ У) оть того же центра, ф уголь пря- 
ной, соединяющей двф соотвтотзениыя точки съ 06ыю 2-въ, тогда: 


Х- а =0созф , 2—4 = 40089 


и мы получить изъ продыдущихь Формуль: 


Отсюда получаемъ предлощене: въ двухъ омологичебкихь 
Фигурахъ отношен!е разстоли?я точки второй Фигуры 
къ разотоян!о соотвфуственной точки норвой Фигурм 
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отъ центра онолог!и обратно пропори!опально раз- 
стояню точки первой Фигуры оть прамой $. 
Это предложене даеть способъ построешя двухъ омологиче- 
скнхь гигуръ, погда даны: центръ омологи, пряная & и дев 
34. соотёвтетвенныя точки. Пусть О есть 
центръ омологи, #— прямая, точкаль 
которой во второй Фигурв отвёчають 
точкн безконечио-удаченный; проведя 
тр перисздикулярно къ $ пн чрезъ М 
праную ММ параллельную прямой тр 
ДО пересъчешя съ ипряной Ор въ точкв 
№, полузииъ: 
ом _ ММ 


2 =- И 
Ож тр 


р _ мм 


р. 
откуда слвдуеть, что прямая ММ==. Проведелъь ОН паралаель- 
ную и равную ММ и пусть требуется постромть точку во второй 
чигурЪ, отвзчающую точкв и’; если изъ м’ опустинъ и’р’ пер- 
пендикулиръ па прямую 7, проведемъ прямыи От’ и Ор’ а изъ 
Н прямую параллельную Ор’ до пересёчен!я съ Оз’ въ точкё Г, 
то эта точка и будеть неконая. 

Въ предъидущемь построены величина № и разстояе точки 
отъ прямой $ НВЮТЬ противоположный направления и ВЪ ТОМЬ 
случа разотойшя ‘двухъ соотвьтетвенныхь точекъ инвють 
одипаковыя направаешя (вправо отъ 0); но осли возьмежь #==ОН’ 
по одному направленно съ р;, то точка М,, соотввуетвениая 
съ. т, будеть лежать вазво отъ 0. Итакъ прн разаючныхь 
знакахь при № н р; соотвзтственныя точки имбють положеше 
на одпой’ сторонв центра омологи: при одинаковыхь знакахъ 
при Ви р; соотвьсственныя- точки лежать па различинхь 
сторопах»ь. Удобийе ииёть тая формулы, чтобы положению 
соотввтетвенныхт точекь на одной сторо’ цедтра омологи 
отвечали одипаше знаки и р:;; этого мы ножешь достигнуть, 
пореньиивъ знакъ № въ выведенных нями Форпулаху. - Итавъ 
общуя воряулы омологическаго преобразован будехь писать такъ: 


Ме—в) хь В(у—6) 
особф кур.’ зоо гнузшф:— р 


х 
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410. Покажеть еще другой слособт; боле простой, дая 
построешя омологическихь Фи- 
туръ при тёхъ же далиыхъ. 
Пусть 2 н М 43% соотвытетвен- 
ныя точки и требуется поетронть 
точку соотвфтетвенную точкв т; 
искомая точка должна лежать па 
прямой Ош’. Проводемъ прямую 
пит’ до пересфченщ съ прдмою $ 
въ точкв 4 и соединииь О съ 4; прамая, соотвВтотвенная пря- 
мой 2’, должна проходить чрезъ М параллельно 04 дли того, 
чтобы точка этой прямой, отвёчающая точкв 4 и сабдовательно 
лежащая ина прямой 04, находилась въ безконечности; поэтому, 
проведя ММ” параллельно 04, получить въ пересёчеши съ О’ 
точку М, сооувфуствующую точкв я’. Если точку и’’ въ пор- 
вой Фигурв позьиемъ такъ, что прямая лете’ параллельна прямой 
$, то, проведя изъ М пряяую ММ” паразлельную прямой & 
получить соотвётотвенную точку М” въ пересбченн этой па- 
раллельной съ ребромъ Ош”. Отеюда: видимъ, что иряной въ 
первой Фигурв параллельной прямой $ отвбчаетъ во 
второй хигурф прямая хакжо параллельная прямой $, 


111. Докожемь аналитически. предыдущее предложеше, по 
прежде упростииъ наши формулы омологическаго преобразован. 
Ирнмежъ за начало координать центрь омоломи, а потону раз- 
поели Ха, 1—5, г—а, У—6, зашвиняь чровь Х, 1, 2, у; 
предыдущея зорнулы онологическаго преобразования примутъ вндъ: 

х—— [2 У = м , 

эс Ну: р; оо; нуШф; В 


УДВ р; означаеть разстояше праной # отъ центра омологит, При- 
мемъ теперь за ось 2-въ прямую пареалельную прямой &, хогда 


= и предыдуния Формулы примуть видъ: 


1х у м 


р В 
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Опредфлинь координаты первой фигуры по координатаиъ второй, 
получимь: 


® > у 


Отсюда видниъ, что уравненю прямой Ф второй игуры, точ- 
камъ которой въ первой +игурв отвёчають точки безконечно- 
улаленныя, слфдующее: 


У-+А =0; 


слвдовательго эта прямая. дан омологическихь ФИгуръ парал- 
лельна прямой $ и находится но другую <торопу центра ом0л0- 
ги относнлельно праной $, ибо разотояше ел оть центра омо- 
Зои = —Й. 

Возьмель теперь въ дервоН Фигурв прямую, уравнеше которой 


а08ф + узо —р=0; 


зотавляя пиъото 2 ну ихъ выражешя по Хи У, нолучинь 
уравнеше соотввтотяенной прямой второй игуры 


р) м 0. 


Хоовф + тф— — 
р: Р 


Если положниь , что прямая нервой фигуры параллельна пря 
п 
МоЙ $, т. ©, положшиь ф == 5, 10 получииь уравнеше соот- 


вЪтетвенной пряной въ такомъ видз: 


откуда вндииь, что эта ‘прямая также параллельна прялой $ и 
паходитея отъ центра омоломи по одну сторону съ пряною 
2, если р; > р. 

412. По свойству зигуръ оногравическихь чигуры омоло- 
тичесия, какъ частный случай первыхь, должны имёть облИя 
точки, @ пряныя, соединлюния эти обиця точки, должны быть 
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общини прямыми обвихь =игуръ. Найдемь же тама прямыя, 
если оз возяожны для онозогическихь Фигуръ. Уравиеню пря- 
мой въ первой фигур 


2оовф-+узшф — р = 0, 


уравнене соотвётетвенной прямой второй чигуры . 


Хоовра-1( та — 2) —- 0. 
р В ` 
Найдемь координаты точки пересфчешя этнхъ ирямыхъ; озпачая 
эти коордиинты резъ зн нывень: 
2—2: 
со8ф 2 


= В. 


Изъ выражошя ординаты точки пересфчешя пидимь, что вов 
соотвётетвепиый пряных поросфкаются въ. точкахь, лежащихь па 
одной прямой, параллельной осн 2-вЪ, а слдовательно и пря- 
мой #, па пряной, ивходящейсл оть центра омоломи на разстоя- 
я р й. 

Очевндио, что эта пряшая, какъ геометрическое место общихъ 
точекъ обфихь Фигуръ, есль общая прамая для обфихь Фигурт. 
Итакъ дали омологических» +игуръ инфень теореху: точки 
пересвченя соотввтетвепимхъ прямыхъ лежать пя 
прямой общей объимъ фигуранъ, паходящейся отъ 
центра омолог!и на разстоян!н равномъ аягебрической 
сунив разотолн! пряныхь и оть того жо центре 
Поэтому общая прямая двухъ омологическихь фнгуръ пазыгется 
осью вотрБчи (хе @е сопеоштв) соотвбтотвенныхь праймхь 
наи осью омолог!и (аже ФВотоюз1е). Она лежать па одной 
«торошв съ пряною #, котда р; >В и на противоположной, когда 
р: <№. Ироив общей прямой дв омологическЯ Фигуры ниоть 


общую точку, а имонио центръ омологи; потому что, полагая 
К [р 

— и У=у въ вормулахь: Х= — „= ый у мы 
У: 

уловлотворнемь этниъ уравненамъ  положешемь; #=0, 1 


1 


115. Если въ первой фигур® даны центрь онолог и три 
точки, не дежашря на одной прямой, то во второй Фигурв пы 
можемъ взять три соотвётственныя точки произвольно, только 
съ тьмъ услощень, чтобы каждая пара взанино-сооть@тетвен- 
ных» точекъ лежала па прямой, проходящей чрезъ центрь 
омозога и чтобы три точки второй Фигуры не лежали ва одной 
прямой. Покажемъ, что три пары соотявтотвенныхь точекъ, опре- 
двВляя центръ омологш, овредвляють и положешя пряныхь $ и, 
Возьмень сдфдующия Формулы для выраженя зависимости между 
координатами йвухъ омологнческихь Фнгурз: 


й р 
р у м 


аоовди-нузтч: р; асовф:НуЗтф; 


эти ‹ориулы содержать три постолиных : #, р;› Ф;› опредфляю- 
шфя положення праныхь Фи $; мы замвнияь эти постоянных 
другими постоянными; а именио, раздфлиюь и числителя н зна- 
менателя предъидущихь дробей на —р; родожимьъ для сокра- 
щешя; 

Ь [0 Эт; _ 


— =, О 


В р В 


Поэтому получимь : 


Е 2 


у . 
чеечьену-ь1 * ти +01 


Пусть въ первой фигур взяты три точка (2,9), (ху), (2, 
и цуеь уе, 452 выл,, УзЕЕ а, 0,; позьменъ во 
второН Фигурё точки, абециссы которыхъ Х,, Х,, Х„, а ораи- 
ваты, по условию соотвФфтственоости: У,== е,Х,, 1, 0.Х, , 
У,= <,Х,. 

Вставляя эти величины коордипать въ иредъидущя урав- 
лешя, получимь три уравнешя дан опредзлешя величинъ; 


а, Ч, вр 


ХХ! м 
Отсюда : р 2 =) 1) 
ПХ, бы 


-90-х)-С-9бых) 


25 


5 , ха, т... Х, 


Хх 
о + Хи + У, 
я, 

Знаменатели выраженй чи и ©; предсхаваяють двойную пло- 
зцадь треугольника, вершины. котораго лежать въ точкахъ 
(7), 0Х.), 0Х,У,), поэтому если эти` точки не лежать на 
одной прямой, то предъидувия выражения и; ие; суть величийы 
конечныя и опредфленныя, Опредвливъ м;, в; и @, инемъ: 


1 
= ^^ з 
ы Инь 
11. Покажень, какъ находятся геометрически положен!я пря- 
жыхь фи Т при тёжь же данныхь. Пусть М, М’, М” тры соотиву- 


= = . 
Ищчей' в 
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ственныя точки тремъ точкам т, я’, #”’. Шели проведенъ пря- 
выя ими’, ММ” до пересвченя ихъ въ точкв @, и прамыл из”, 
ММ” до пересвченя ихъ въ точк® $, то прямая @ веть ось 
омодогм $ равстояше ея отъ центра омологи ОР-р-й и 
чочна вотрёчи прямыхъ в”. в ММ” лещитъ также па этой 
праной по свойству омологическихь Фигурт. Дам нахождения 
прямой $ прозедель изъ О пряную параллельную ММ’ до пере- 
овчетя съ тт’ въ точкв @’ п прямую параллельную ММ” до 
иересвчешя съ тт” въ точев 6", прямая аб’ есть исхоная пря- 
зая 1, а разстолне ея оть центра 00—р;. Дая построемя 
прямой 3 проведель изъ О параллельную мии’ до пероефчешия 
съ ММ’ въ точкь а” ‘и чрозъ а” проведемъ параллельную пря- 
ной #. Эта ирамал н есть искомая прямая . 


Изъ предыдущаго выводниь слёдующя теоремы: два тре- 
угольника, вершины которыхъ лежать на прязыхъ, 
сходищихся вт одну точку, суть омологическ!е тре- 
угольники. 

Соотввтствённыя стороны двухъ омологическихъ 
троугольниковъ пересвкаютсн въ точках, лежащих 
на одной прямой. 

Замвчан, по МММ” есть шестиугольникь, инвелъ 
также: стороны шестиугольника, вершины котораго 
лежать па пряных, сходящихся въ одну точку, цере-. 
оъкаются по дв черезъ одну въ точкахъ, лежещихь 
на одчой прямой, 


115. Выведентъ яя онозогическихь Фигуръ соотношене 
мевду соотвьвьтотвениыми равстоящяян точекъ соотночеше 
между площадями соотяётетвениыхъ треутольниковт, соотноше- 
но между сннусаня соотвфтетвенныхь угаовт, и соотношеше 
между разстояйями соотавтетвенныхъ точекь отъ соотвфиетвен- 
ныхЪ прямыхъ. Если центръ ООО призять за начало коор- 
динатъ, а ось х-вь параллельно прямой &, то получимъ : 


№, № _ _ Кумесаин) РИ) 
р ив: Р-Р)  ' 


„— Х, = 


А 


ву. ША Ру) 
+ . 
— И (и-—во--в) 


Выражсню ух,— ть предотавляеть двойную плошадь тре- 
утольника, составляелаго двуми прамыми, проведенныие изъ 
центра ололоми въ точкаль (2, уу} и (2.9.) и праною ‚ соедн- 
няющею эти двв точен; площадь этого треугольника озпачииъ 
чрезъ и, поэтому: 


Ялы-—рИ(=,— 
Хы 
м СЫ 

Ут вии) 

А. 

(РЭ, 

Возвышая въ квадрать предъидупя равенства, складывая их 
и озвачая разотоян:е между двумя точками (у, } и (2,у.) чрезъ 
+, соотафтотвенное раастояве чрезь В, уголь осн 2-зъ н пря- 
мой, соединяющей дзё данныя точкя (2,7) и (2, у.) чрезъ с, 
разстояия точекъ (217,) и (2.7,} оть прямой $ чрезь 4; н 4;", 
получииъь : 


№(2и- рлоовеР- роте: 
ЧР. ФР ? 


эру Чеиненья — Дрантоове-нр: ры 


Пусть р разстояыйе пряной ” оть донтра омохогии, тогда Эи-=рь 
и ав 
#В= тр М» -Зррюоза--р’. Король 5 — Ярржовере 
@: 
преаставляеть Разстоле основан периепдикуляровъ, опущеп- 
пых»ь изъ центра омологи на прямую # и прямую "; это раз- 
столе означимь чрезь 9; тогда: 


откуда: 


бу" 
4 Ри 
Если 06% точки въ первой тигур® были взяты на одной пря- 
ной, проходящей чрезъ центрь ошологи, то #=0 и 
рт 
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сан 06% точен въ первой Фигурв лежать па прямой парах 


Эр: 
аельной осн 2-въ, то ’=@ и= д 2, ах =0и 
в” 
й 


Если обф точки въ первой +нгур»® лежать на пряшой перпен- 


вк м _ т 
ликузярной яъ оси ф-вт, то из", = Н 


ег. 


Вь $ 96 мы икбли вообше дая омогравическихь овгуръ: 
„_ =" р 
_ Ие-Р Ор, 


Но дай омологическихь фигуръ вувомь: 


а } 
= у и" 
у ум 
Следовательно въ этонь случа: в’ —й, Н'-=0, "0, 6”==0, 


Е” №, 970, 6=0, Н=1, 7 р» поэтону: 


хо" =" -+-НСи6” ван" НР 
т и 


Ч, Вулауьриеыа "о, Буя=у, рии 


Пусть одна изъ вершииеь треугольника первой Фигуры лежать 
зъ центр омолог, тогда }3=0 и 
‚ Я 


4.9 


В 


Означнль уголь, составляеный двуми пряными {и {, первой 
Фигуры, чрезъ А, соотвфхственный уголть второй Фигуры, состав- 
10 


АпАлит, Гномит, 


146 


лиеный прамымн Ги Ш, чрезъ А’, Есди представниъ два соот- 
вытственныхь треугольника, которымь отнфчают» эти углы, то 
озкачая стороны, содержашия уголь А чрезь #; и #,› а стороны, 
содержеция уголь А’ чрезь В; н Й, получныь: 


"„.Э10А р В,В,зш А" 


2 й 2 


Ветавляя эти выражешя въ зорнулу 


Но 


т4В 9, Н 9, суть соотвтетвенныя разстояшя основаюй перчен- 
дивузяровт, опущенцыхь изъ центра омоломи на прямую # н 
на стороны г; и 7». Игакъ: 


А’ — ВА 
9405 
Чзобы найти завионноеть между углани, составзяемымя двумя 
соотвьтотвенныхй прямыми съ одиниъ и твыъ же ребром, исхо- 
дящияь изъ центра около, мы должны въ первой ангурв за 
сторону т» принять сашое ребро, слвдовательно положить 9,==р; 
и тогда: 
# 
зтА’ = о зА. 
9: 


Уравнеше прямой первой фигуры: 


20084 + У9Шф — р== 
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Уравнеше соотртотвенной иряной второй Фигуры: 


Хеовр-- У (№) в 


Если въ первой еитурв возьмемь точку (а, 8), то ел разетол- 
ны оть прямой первой фигуры: 


[= ввозе -- 9 — 5 


Соотвфтотвенныя съ нею тозка второй хигуры опредвляется 
координатами : 


поэтому разстояше ея отъ прямой второй Фигуры: 


Васовф + бзтф—рй 


, 


иди: 


здёсь 6—р; есть разотолые точии (а, 8} от пряшой &, которое 
мы означали чрезъ 4;. Итакъ: 


416. Можно было бы равсматривать какъ частеый случай 
омологи тотъ саучай двухъ омографическихь Фигуръ, когда 
соотьфтетвенныя точки сихь послёдныхь лежать па пряныхъ 
параллельныхь; въ этонъ случав должно привять, что. центръ 
омолоти лежить въ безкопечиости. Шо удобизе вывеети Фор- 


шулы соотпошеня между координатами соотвётотвенныхЪ точекъ 
въ этомъ случав изъ общихь Формулъ: 


бе Ну сур 


Сбо-- Ну)’ ^ бж-+Ву 
у 


10% 
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Если уравнене прямой, на которой лежать деф соотвфуствен- 
ныя точки напишемъ въ такомъ Вндб: 


пу = А), 
то такь какъ коордипаты Х У должны удовлетворать этому 
уравнению, получинъ: 

Уфу = АХ =) 
и вотавляя предъидущя выраженя Хи, получинъ тожествен- 
ное уравнеше : 
б”е-+ Ш“ у+-7'@зу-Ну.Ду = А(б’о+-Ну+Т—ба*-—Нау-), 


которое должно удовлетворяться нсзависашо оть значений и у; 


отсюда получимъ: 


6"= А(@—5, И’=АН--1, Т-АТ, @ 
[а ни у 6’ и’ г 
х 7 + т? АЕ +7) Ач 
наи: Х = ит-+лу-+а, У = АХ, 


схь коефыименты 2, #, &, А совершению произвольны. 
Примень_за ось 2-зъ одну нэъ прашыхъ, сосдиняющихь доб 
соотвётетвенвыя ток и помфстинъ начало коордицотъ въ точку» 
у 
абоциоса которой равна а=., тогда А=0 и 


Х = тем, У = у. 

ТТ. Разовотримь тоть случай онологическихь Фигуръ, дая 
котовыхь пряный Фи 3 ложать въ безконочноеть по центрь 
омолойи сушестнуеть. Въ этому случа въ общихь хорнулахь 
омологическихь вигурь: 

у 


1 
Ш) 99 
@е-+ Ну › — бе-+Ну-+у 
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должно положить @=0, Н=0; тогда принимая центръ омологи 


т 
за начало и означая а1— У] чрезъ #, получать: 
Х=их, У=иу . 


Легко видёть, что соотьфтетвенный прямыя въ этихь фигу- 
рахъ параллельны; дьйствитольно ссли уравнене прямой въ 
первой зигурв: 

де0зф-нузшф—р = 0, 
то уравнен соответетвокной прямой: 
Хеозф + Увир— р = 0. 

Ооотвётотвениыя разстояя въ этихъ чигурахь пропорц- 
лальны и т есть коофеищенть пропорщюональности разотоянйй, 
Соотвьтственных площади въ этнхт, Фигурахъ также пропорн!о- 
надьны и косхфищеить пропорщюнальности площадей есть 22”, 


Тамя Фигуры назызоютол подобными п подобно распо- 
ложеппыми; Шаль называеть ихъ онотетическиии (йзитез 


ВошоНейциея). 


УИ. Творвил ЩАая, — Фигугы СООТИОСИТЕЛЬНЫЯ. 


$18, Текоркил. Двф омограгичеев!я Фигуры ногутъ 
быть перенфщены по плоскости такъ, что онф будуть 
Фигураяи омозогическиин. 

Въ общихь Формулахь, зыражающихь завнениость между 
координатами двухь онографическихь Фигуръ, 


_ @е-+-Ну-т ху 


@е+Ну+у › 62+ Ну--Т 


перензнииь папривлеше осей координать, общихт для объыхь 
Фигурь, такъ чтобы ось ж-въ была параллельна праной #, урав- 
нее которой для произвольныхь осей координать | 


@а+Нукг = 0. 


Чтобы произвести эту перенёну должно положить: 


Х = Хоу —Узшу , У = Х пир + У‘сови ; 


2 = 2760 - узШу, у = Ф5ну-+усову, 


тдв утоль 4’ опредфаяется уравнешемь 


: 


и =бп . 


Этоть уголъ возможен, если @ и Н ие равны одновременно 
нулю, т, е. если разонатриваеныя Фигуры не разныя, ме сил- 
иетрнчныя, не лежать между параляезьпыми прямымн и не по- 
доблыя, Произведя эту перемфну, будемь имьть слёдующи 
Форнулы для вырижев/я завнсияости между координатани данныхъ 
омогразическихь Фигуръ: 


уа’-у + у ее" 


х с , : 
ЯР УР 
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Завсь 9, , 4", ", Г’, р вовый постоянных, которыя 
легко опредфаить по премиимъ постоявнымъ коезфищентанть; 
постоянная р означать разстояне прямой $ отъ начала. По- 
зернемъ вторую фигуру около иачала координать тань, чтобы 
праяал 3 второй Фигуры, которой въ первой Фигурв отвчають 
точки безконечно-улаленных, была параллельна праной $, слё- 
довательно паралавльна оси а’-въ. Решая предыдущя уравнешя 
относительно =’-са и у’-ка, находинъ что общЙ знаменатель их 
выражен равняется 


ГУУ, 
слфдовательно уравнеше прямой 9 
ИЖ =в 
откуда видимъ, что прямия Т соетаваяеть съ осью ш’-вЪ угол 


„ 


9, тапгенсъ котораго равенъ Е. ; сабдовательно 
46080 — узи = 0. 


Чтобы повернуть вторую зигуру на уголь @ около пачала 
координать, не изивияя ей вида, должно положить: 


Х==Х" сов —У"зны, У’ж=Х зи + 086. 
в мы получиить : 
неу-нг 
Х‘с00— Ут = реак кд 
УР 
ри 
Х”вм0 -- У” 6088 ее . 
—Р 


Отсюда, ветавлия велчанны с080 нп 810 и полагая дли с0- 
кращени : 
И уе ыЫ, ув 
И” =, де" ==, 
фа -инт Фут 


получииъ 1 х ; - . 
у у › У 
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Эти Форнулы выражаютъ зависишость между координатами 
твхь ме зйгурь, но уже относительно другихъ осей и притон 
ВЪ ТОМЪ случа, когда вторая еигура поверпута окодо пачала 
на уголь 6 безъ изывнешя своего вида. 

Перенесеят теперь начало координать въ такую точку, чтобы 
предыдущия Формулы Иман видъ ФОормулъ, выражающихъ зави- 
симость между коордипатани двухь омологичесвахь Фигуръ, 
отнесениыхь въ центру омологш.^Пусуь воордипаты  новаго 
начала & и Ви дан перенесошя начала полагаенъ : 


ХХ а, УХ" Й, га -а, уу“ В. 


Игла 
Получииь: Хе а У Я 
УВ 


ру я 


ув = 
р У’+В-Р 


Положиль: @-=1 8 =, позучинь: 


и де” кт --Кр--®) 
— у-о+ьи 
я И 


у 
У) 


Переифотинъ первую хитуру парпллелью оси а-въ па раз- 


. т--Кр+в)} 
стонше равное += ——" ‚и параллель оси у-въ на раз- 
й 
и" (В) (--® 
стояние равное и и дяя этого перемьщенй 


должио Положить : 
бе -кт--КрВ) =", пучки") (р-Ё) = лу" 


н мы получимъ : 


Х' = 
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Формулы выражаюния завиенность между координатанн двухъ 
озюлогическихь Фигуръ отпесенныхъ къ центру омологн. Изъ 
предыдущаго видим, что перемфщен1о двухъ омограепческихь 
Фигуръ съ тфиь услошемь, чтобы онв быль омологическя 
зиобще возшолно; центрь омолоМи опредвалется значешень 
координатъ: #== и В=Р—\; одному условю мы должны удо- 
ваетворить, состоящему въ томъ, чтобы оно равнялось нулю, 
въ противяойъ случав посавлнее перемрщеше первой Фигуры 
было бы невозможно. Такъ кикь А==р/у*--у”З, то полагая &=0, 
пябень 7’-=0 и у” = 0; такое позожеше обращаетъ Форяулы, 
вырижающуя зависвлость между координатани двух омографи- 
чискнхь фигур, въ слдующи: 


Р-Р уче" 


ур’ У 


Неключая изъ этихъ уравношй у’, получият, уравнеше прямой 


х— У" 


ты пи 


т. 6, вторая фигура соетолть изь 04и01 прямой, когда первая 
можеть состоять изъ различио-распозоженныхь точекь. Такой 
случай не можеть составлять омограенческой Фигуры съ первото. 


149. Крожв омогразическаго преобразовашя одной Фигуры 
въ другую, можно представить безчнсленное множество другихь 
опособовъ переходи оть ‚одной Фигуры къ другой. Мы изаожинь 
завеь одшьь способъ, вые ыбкоторую связь съ предтнду- 
щниъ. Пусть каждой точев одпой фигуры въ другой ФигурВ 
соохвътетвуеть прямая подь твыъ услошент, что если возьмемь 
въ первой фнгурв ибеколько точекф лелещихъ па прямов, то 
во второй Фигурв соотвётотвенныя прямыя проходять чрезь 
одиу точку нпретошь ангармовическое отношеше четырех» изъ 
точек первой Фигуры, вэлтыхе на одпой прямой, равпо ангар- 
моцическому отноуеныо четырехь соотьвтетвевныхь пряных 
воятыхь в0 второй хлгурв. Слёдуя Шалю тая Фигуры назо- 
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вемь соотносительными (йоигез сот Мамуев), Такъ как 
точкаюь дежащимъ на ОДНОЙ прямой въ первой Фигурв отвё- 
чаютъ во второй тигурв прямыл, проходяш/я чрезъ одну иту 
же точку, 70 эта послБдНиЯ точка второй Фагуры соотвЪт- 
ствуеть прямой первой фигуры. Поэтову соотноснтельный чигуры 
инфюту, то свойство, что точк® и иряной одной Фигуры ог- 
вВчають въ другой соотвтетвенио прямая и точка. 


420. БВозьиемь въ первой чигурВ три точки: А(а, 9), 
37. З(2,), С(алу,), во второй фигу- 
р три соотввтотвенный прямыя: 


с 3'0(0, У, А’, У,), АВ 
{0.У,). Если на пряной АВзозь- 

мемь точку м (2 = . и) В 

А: `В у’то ЭТОЙ точив ВО БТОроЙ аигу- 


—— рв отвфчаеть прямая, прохо- 
дящая чрезъ точку С’, прямая С”М, координаты которой 


0—0, УУ, 

1-я ая 
ИВА у 
ели на той же прямой АВ зозьшемъ точку т и В 
70 во зторой +игурз получив» пряную С'М', коордилаты которой 


04-20, У, 
Ю 1, 


Ангарноническое отношеше четырехь точекъ А, В, ти т’ 


А 
ДЖ (А, В, т, т’) = с, 
йЙ 
точно также 


№80, А, о, ис) = > . 


1 
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По опредвлению соотносительныхь Фигуръ имфенъ: 
А я хм, 
А, А 


р 
слвдовательно отношеше т постоянно, гдВ бы не взяли точку 2 
на прямой АВ; означниь это отношеше чрезъ в, получияъ 
АА, А. = А,ю, Отоюда олбдуеть, что для точки первой 
Фигуры, координаты которой 


2—2, А, 


1—4 › 1—% 


” 


соотвётетвенлыя прямыл второй фигуры опредфляются координи- 
таши: 


121. Пусть уравлешя точекъ А, В, С первой Фигуры 
ва ---+1=0 , 
авс ту, + 1==0., 
и, оу, + 1=0; 
уравыеня соотвьтотвенныхь пряныхь второй фигуры 
МХ +1=0, 
ХУ +10, 
0,Х+Ух+1=0; 
уравнене точки лежащей на пряной АВ 
т — де, ) оу ду, ) 1-1 ==0; {0 
уравнеше соотвтственной прямой второй энгуры 


(0—0) Х-+ (У АУ )У+-1--в=0.  @) 
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Изъ уравиевй (1} и (2} исключныъ А, получииз: 
++ +1 1 хе У -+1- 


Г 
-.- . 3. 
че +1  @ ПХ-У + 8 


Геонстрическй смысль этого уравнеши слбдуюш: отноше- 
н1е разстони! какой-либо примой (#2) первой игуры 
отъ двухъ данныхъ точекъ 0и 1 т0й же Фигуры нахо- 
днтся въ постояниомъ отношении съ отношенент раз- 
Стоян соотвьтетвенной точкн (ХУ) второй Фигуры 
отъ двухъ данныхъ арямыхъ (0, У.) и (0, У,) той же 
Фигуры, 


Пусть уравнеше прямой {и 5) въ нормальном вид: 
Н=08ф + узШф-—р-=0, 


зогда Ас --у Не -р выражаеть разстояве этой пря- 
мой оть точии (2, 9:}». Аб) = алсовф + увшф — р выражает 
разстолью той же прямой отъ точки 2, у,; пубь уравноше 
точкн (ХУ) 

ОХ + У +1=0 


жогда разстояи!е этой точкн отт’ прямой (Ш, У.), которое озна- 


Пож--Уу--1 
чимъ чрезъ Оь, равняетея р. 5. › а разотояне 0, той же 
ОХ У У-1 
точки оть прямой (0. У,} развлется уу . 
Поэтому уразнеше (3) шожно написать въ такому ВИДЕ: 
А® о, 
да = "р, , 4) 


гдз м постоянное число. 


Зозьмемь въ первой «итурё еще точку, коордашаты которой 
(2, 9.) И соотвтствующую ей пряную во второй хигур®, коор- 
дицаты которой (0, У,), тогда полузимъ еше уравнеше: 


Анн. 6) 
40 5, 
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Уравнешй (4) к (5) достаточно ддя опредвленёя точки второй 
Фигуры, отвфчающей даппой прямой въ первой Фнгурв. Д®й- 
стантельно изъ двухъ уравиешй: 
А® Пьх-+-У,У+1 А® ‚ ОХУу-1 
РАН, АО“: ” 


получим: 
(АО, — мо, А) Х-+- (АФУ, — иУ.АбУ = АА, 
(АОИ, Ч АбУХ (АФУ, — ру АУ" А В А®, 


х_ А Ура, Ума, ) 
Аб, УП.) 1 ВАО, У) АО У) 


__ №9, — 9 аа, — В) + и’АО, — 0, 
— Аб, Упор, ПАО, —У) 


122. Пусть въ первой чигурв (чортежь $ 120) взлты три 
пряшыя: ВС(и, в), АС(и, о,}, АВ(и, ©.), а вопторой аигурЪ три 
соотвётетвенныя точки: А’(Х, 1,), В'СХ, 1,), СХ, У,). Если 
чрезь поросёчеше‘ прямыхь ВС и АС ‘представить въ первой 
чигур8 прямых Се и См’, коордипаты которыхь соотвбт- 
ствонио суть: 


ид, ®— Яо, и, А о, 
тя’ МЩА 1, 


то ангармоническое отиошене четырехъь прячыхъ: ВС, АС, 


, 1 , 

Ст в Си’ равняется т: Прищыяь Сто п Ст’ во второй Фигурё 
й 

отввчають точки Ми М”, лежация на приной А’В’, координаты 


которыхь соотвфтетвенно суть: 


ЖИ, © ТАУ, № 
и и а 
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и ангармоническое отношене четырехь точек А’, В’, Ми М 
равияется =. По опредфленно соотносительныхь Фигуръ 
А А’ 
и 
и отсюда: ей, А’, ==0й,, ГАВ @ постоянное чнело. 
Пусть уравнешя пряныхь ВС, АС, АВ слвдующия: 
ев у--1 = 0, нев ==0, цие-у--1 = 0. 
Уравиеня соотзВтотвенныхь точекъ А’, В”, С’, второй Фигуры: 
0Х,-+- У -+1=0, ОХ,--УУ, +1=0, ОХ,--УУ, +1=0; 
уравноше прямой, проходящей въ первой фигур чрезъ точку С 
(де + )у--1-9=0; 
уравнене соотевтетвенной точки второй Фигуры 
(кв) 1-0. 
Искаючая Я изъ этихъ двухъ уравкешй, получинь : 
щечау+1 _ 1 ХУ +1 
ее -+1 ® ПХ. У, +1 


Эго ‘уравиеше достарляеть слвдующее предложене: отношен!е 
разстонний точки (2 у) первой Фигуры отЪ двухъ пря- 
мыхь (0) и (и, ®,} ваходитея въ постоянном отпо- 
шени съ отношен!емъ. разстоли!Й соотвётствонной 
ирямой (УП) второй зигуры отъ двухъ данныхт то- 
чекъ (ХУ) и (Х,Т,). 


ео уН-1 вау +1 
Ищткой Иная *° 


Пусть: 


тв 4 ив, суть. разотояя точки (2 У) отъ двухъ прямыхъ 
(и, в.) и (и, о,). Означимъ также чрезь #==Х 054-90 
уравнен!е прямой (0, У), тогда 


ОХ. 00$ Удт--Р и (9-Х, с056 +-У.005$-Р 
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суть разстояня точекъ (Х, У) и (Х, 1,) оть праной (0 У). 
Поэтому предыдущее предложеню запишвемъ такъ: 


4 9) 


д-р. 


й 
Точно также получимъ уравнеше: 


4 РО 


а” и 5 


ТДЪ 4 в м’, постояпныя иноля, 4, разстоле точки 2 у отъ 
т-неу--1 

РИ 
(Х, У.) оть пряной (0, У). и равняется Х,008Ф --У9т$Ф-—Р. 
Предыдущихь уравнешй достаточно для опредвяени Ф н Р, 
величинъ опредвляющихь положеше прямой (0, У) по коорди- 
натаыъ (2 у) точки первой оигуры, которой прямая (О У) соот- 
вЪтствуеть. 


прямой (м, 2,) и равияется #0 разстолее точки 


Дьйствительто изъ двухъ уравнен 


4, ХоозФ-+ Уз -Р 


а, ==. '3.595+УвиФ—В 


4, Х.оовф + яшф—В 


4, ‘ "Хоф +УзиФ-Р 
если раздвлимь вторыя части обонуъ уравпешй па — Р и по- 
с08$ зщ Ф 
ложимъ — г =0, — —. —.У; можно опредфанть 0 


и Уи по эгимъ величинамь опредфлить Фи Р. 
Рышая эти уравнешя паходимт: 
4 — У, — р 1) 
в, — У, Хь) +, (ХХ, УХ, 


Ч ии, Х) 
4, ро, ХЬ) + 4,1, 


[в 


з 


У = 
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Но этимъ величинаиь Оп У находныу: 


о они Хон ОХ) 
"0 4 а, Ти.) 
ани о-хози СУХО 
в 


тдВ знаменатель В равнястся слбдующему зыраженио: 


\/г. ху +0,-— у] "4" 1-Х 


вла |+ иди С, ХО 


де -У ни -хус хо -У),-1,)] 


ие, 4,4, [С5, — Х,) (5, — Х,) + 1, — %) (Ч — 1, 


123. Если означимь сторопы треугольника А’В’С’ чрез 
ие’, углы ого чрезъ А’, В’, С’, углы перпендикуляровь, опу- 
щенныхь изъ начала координать па эти сторопь» с% осью 2-5Ъ 
соотевтотвенио чрезъ $, Ф„ Ф,, данны еамнхь перпендикуая- 
ровъ чрезъ Р,, Р,, Р,, паконець-. площади  треугольянковь 
В'0'0’, С'А’'О’, А’В’О’ соотвтотвецио чрезь 4, 4, , 4, то 

и? Е 


«ормуламь $8 121 я 129 лалимь слвдующй видь: 
АХ + РА + АХ! 
Аб ИАС 4 Ао 
_ АФУ + РАСХ + р’ АУ" 
Аба + нА АО 


Чао ре О. + и йе, 
Ча’созФ, чо, со р ",4,с'с08Ф, 
Ч д.9, и Ч, д, 

В 


вФ 


Р=?. 
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= Иер и т Эра’ сояФ, 9) + 
Ч ,а’с'с08(Ф,— $) +2’, ,4,6'0'05 (4 -- Ф,). 


Уравнеше опредьляющее уголь Ф можешь паписать въ та- 
комъ видв: 


Фуа зт(Ф— Фр, 'зт(Ф— $) +’, ,езш(Ф—$,) 0. 
Изъ того же уравнешя получнит : 


Фет, 1 ма, Ь’ат 4 + р’, ве’ зтФ, 
В 


81$ 


4,а'со8Ф, -- ,9.5'008$, + п’, Ч,’ Ф, 


6084 = В 


Поэтому уравноне прямой (0, У), отвёчающей точка (2 у) 


ЗА 
а'а(коозФ та, — =) ь р Хооьв, + тиф, 29 


24, 
Не’ ’,а, «(хооза, + Узи $, 7) =0 


или: — 0'(2605 9-89 — Ро) (ХсозФ, Ув, —Р,) ] 
ше, (поов дд+узини, — р.) (Хоз -+УзшФ, —Р,) 
ен’, (поозфо--уз фе, — ро) (ХоовФ,--зШФ,—Р,) 


12. Предыдушее уравнеше въ трилинейцихь координа- 
тахь папишетоя въ такомъ внд® . пблагаи для сокращена 
В с’ 


ие» и =: 


А, + ЗА: РА -= 0, 


тдв А. 0, А,=0, А, = 0 суть пормальныя уравнешя грехъ 
сторонъ треугольника первой чигуры, а #—=0, Я. =0, 9, = 0 
—норнальныя уравиешя трехь сторонь треугольника второй 


Аплант, Твоя, ии 
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Фигуры, вершины котораго отвечають еторонамъ перваго тре- 
утольпика; А н -— постоянные коезеищенты. Когда дана точка 
(2У) въ первой енгур®, то ея трилинейныя координаты А’, А, А. 
опредфаены ин предыдущее уравпоше представляеть прямую во 
второй хигур%; когда дана точка (ХТ) во второй Фигур&, то ед 
трилинейный координаты %, %,, % опредёлены и предыдущее 
уравнон!е предетавяяеть прямую въ первой «игурё, Пусть въ 
первой ФигурВ дана прямая, уравнеме которой въ трилиней- 
выхЪ координатахь 


Арад, + ВА, = 0, 


тд © и В постоянныя чнела; это уравнеше въ соединеши съ 
прелылущимъ опредфаяеть во второй чигурв точку, Дъйстви- 
тельно оба уравненшя, неопредваля веаичинъ А, А, А,»› должны 
быть тожествелны, поэтому получимь равенства 


первое изъ этихъ уравнеши представляеть прямую, проходящую 
чрезъ пересвчено праныхь %, и %,, второе представаяоть 
прямую, проходящую чрезъ пересвчене праныхь 9, и %,; оба 
вти уравион, существуя совывстие, опредвляютъ точку. От- 
сюда вндинъ, чо уравнеяв 


ААА, = 0 


выражаеть начало двоякости (аа). теоренъ ` плоской 
теонетр, начало, но которому изввотиому свойству точенъ 
одной Фигуры отьёчаеть ивноторое свойство пряных въ Фигур8 
соотноснтельной, и также извъетиону свойству. примыхь въ 
одной Фигурв отввчаеть нзкоторое свойство точекъ въ фигур 
воотпосительной. Мы будемъ вообще называть точку, взятую въ 
одной фигур полюсонъ, соотьвтетвенную. ей пряную поля- 
рою. Итакь если тралинейных координаты полюса суть: А’, А,, А. 
то уропнен!е полары: 


ААА + нА, = 0 
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поетоянныя косфеищенты А п 2, равно какъ и коорлинатные 
треугольники (апаез йе г@ётепое) опредфляются изъ свойствъ 
разематриваемыхт, Фигуръ. 

Занфтииь, что уравнене начала двоякостн въ прямоугольныхь 
координатахъ можно написать такъ: 


(ст-- Ву-РУ)Х + (аа буи) ча" а +В'у-ну"=0 

и содержитъ въ этошь видв восень поестоянныхЪ произволь- 
ных, зависимость которыхъ оть постоянныхъ хоефришентовъ 
№ и и постоянныхъ, опредвллющнхь коордьнатные треутголь- 
НИКИ, выражается саЪлующини равенствамн : 

6 == 60840,-608$,+400597,.608 $ --.созф,.с05 $, 

о’ == создузт $, -- ЯоовоаятФ, -- 2059, зп, 

В 

В'= вто-втФ, Аш, эт, изо, Вт Ф,, 


Зи, с08 +19, 605, рез, .603 $, 


—7 = рибозФ, + 4р603Ф, + ир,с0зФ, , 
—у’= ротор аш, + ироятФ, 
— а”-=Р.с0я0, + АР, соя, ++ мРьсояф, 
— В’ = Рите, + АР, с05ф, + иРьзПи, 
7’ро Ро-+А р, Р-р р, В, 
425. Если возьненъ ‘уравневл , опредваяюнщия положеше 


точки въ одной игурв, отвёчающей данной пряной въ другой 
т, е, уравшешя : 


_ АХ, ААС, + р АХ, 

7 А@)-- А+ в А 

_ Аб, ЗАО, + РАСТ, 
ААА + А 


то видимъ, что 30 второй Фигурй получаотся точка безконечио- 
удаленная, когда: 


44149) рА® = 


14% 
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иначе когда; 
(ен, + и )совф + (у -- Ау, Ни )тф— (1 +1 + ир==0. 
Это уравиеше есть уравнеше точки, координаты которой суть 


ди Ими, 
1+й+и '  1-4+А+в 


эту точку пазовемъ точкою #; итакъ получаем, что зЪ каже 
д0й изъ двухъ соотносительныхь фигуръ сущест- 
вуетъ точка, которой въ соотносительной Фигурв 
отвБчають точки безконечно-удаленныя. Если въ одной 
Фигура ознахаемъ эту точку чрезъ $, то въ другой точку, пит- 
ютую тоже свойство, означим» чрезъ 1. 


126. 'Возьмемь уравиенше прямой, озвзчающей во второй 
Фигурв точев (2), взятой въ первой фигур: 


(с -- ВУ--У)Х + (ее + Вуту аж Ву" = 0 


и положь, что прямая проходить ‘чрезъ ту точку, которой 
она отввчаеть, тогда кооординаты (249) этой точки должны 
удовлетворять уравнено : 


а чесе уучьВ'Р(учна да був уну"=0 (1. 
Очевидно, что это уравлеше. не опредфляеть точки (29); но 
выражаеть въкоторов свойство ея, которое мы расироемь въ 


посаъдотету но есай положим, что” точка (2 у) сверхь чого 
дежитъ на прямой, уравнене которой 


22008 -- ушу —р=0, {2) 


то изъ двухъ уравненй (1) и (2) можно опрелвлить координа- 
ты шину прно этомь  вахолимь , что абсниеса х можеть 
имфть два зназеша дБйствятельныя или инимыя, и ордината у 
инзеть также два значешя соотвфтотвенныя. Отсюда олвдуетъ, 
что на данной прямой сутествують дев точки, нывющн то: 
свойство, что оиБ лежать на соотвётетвенныхь вл прямыхь; 
эти точен могуть быть дёйствительиыми, лиимыми и паконець 
могуть совнадать въ одпу. 
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4127. Представииь теперь въ первой фигурв праную. урав- 
нене которой 
26039 ушф — р = 0. (3) 


Каждой точкь этой прямой отаёчаеть ва ‘второй Фигурв пря- 
мая опред®аяемая уравнешемъ 


(аоеви ух (ага уу но" а-ыв" уу =0, 
Боторов можно написать такъ 
(мУ-неучне"а-(ВХ-- В’ В унух-у Ху" 0 (4). 


Сльдовательно неопродфлениый координаты 2.и у удовлетворя- 
ютъ одноврененно и уревнетю (3) и уравненио (4), поэтому 
эти уравнешя должиы быть тожествениы. Откуда получинъ : 


оХ-еу-+о"  ВХ-ВУ+В” ухчуУчу" 
о: 2 . 2 
или: (рачуеояф)Х-+ (роге у‘ вов У = -— (ра с08) 
(ф9чузтф) Х+(рв'-рузвшф)у = — (рв”+у’ятф) 
Оку: ханов "В" та у") 
2(е В'—ва’)ноова(у В'—В уьвшф(е уу а) 
у Ре’ ВВ" озноовяу ВВ) уу") 


Бер" Вей нова В" В у -яте(е уу 02) 


Этими ‘уравиешяни мы опредфляемь точку отвфчающую пря- 


0087 [2 
Й 2, поаагая и = ———. 0 — —— , тогда 
р р 
хвои") у ее р)ивтуеи"а) 


(& ВунЩВ учебу =) * (2-ти ууу) 
Положщиюъ, что прямая (3) проходить чрезь точку ей соот- 
звтезвенную тогда 
иХ ++ 1-==0 
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паз зв” ние [бу "ог" ему ада" В’-ниВ' + 
(о в)-+(ау |+ За") = 0 (5) 
Это уравнеше ие опредфаяеть координать прямой (и, ©), но 
‘указываеть на нфкоторое свойство ея, которое также будеть 


раскрыто впослвдетви; но евли положить, что прямая {3} про- 
ходить чрезъ нёкоторую точку (2’ У”, то 

чачу +1 =0 (6) 
и изь уравнены (5) и (6) можно опредфлить и в, при этоиъ 
получить по два значеня дая каждой изъ отихь ведачинь, что 
локазываеть, что презъ данную точку (2’ у“) можно провести 
авв пряныя, которыя бы проходили чрезъ точки, которыя имъ 


соотьвтетвуютть, Эти двё прямыя могутъ быть дЪйствительными, 
ннимыми или совпадать одни еъ другою. 


428. Въ предыдущень $ мы нашли, что прямой уравиеше 

которой 
хеовф-+нузтр-—р=0 наи ие-ьву+1==0 

отвфчаеть во второй =игурв точка, координаты которой 
о воив” не" В 7 Вива в) 

(евни(Ву ебу) › (ав)щву ноу) 
Но если туже пряную отнести ко второй Фигурь, то той же 
прямой въ первой Фигур» будеть отвёчать ифкоторая точка, 
координаты которой можно опредвлить точно также, какь опре- 
двляла продыдущ!я координаты; а ‘именно: въ. ‘этомь случав 
уравнене 


х (0. 


УХУ +1. = 0 
яолжио быть тожественйо съ уравнещень : 
(сачвучу) (ога уу Уч е Ву" ==0 
откуда и получим : 


оа+буну  о’е-в’учу ое 
== я’ В”учу". (2). 
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Опредёляя отсюда х и у чаходииь: 

„—._@ аби в" абв”) у би" Кар") @) 
(о8’ ние" В" нове") (ов’)-ни(ае В" ко(Ва") 

Если изъ уравнешй (1} я (8) иоключинь и ив, то получииъ 


соотношеше между координатами Х, У и координатани =, у. 
Это исключеше произвести легко: изъ уравненя (2) инфемъ: 


аеьвуну  „_ бачВучу 
ев у" * ао" уу" 
и вставляя эти выражен въ (1), получииь ; 
па ната" Ве ВВ" 
Дов) че’ уо) + ву) в 18”) + В’) + ВУ) у 
ев") 
чув) + у я) + ВУ) 


___ еиеевна на") [оч | В" Вы бут)--В08" у [9 
оо") ое’ (уе) Ву) | е- [В"(еВ") +-6'(уа’) + Ву |у 
уе Ву) 


Откуда видим; что точки (Х, У) и (2, У) принадлежать двум 
омогразическвиь Фигураиъ. 

Итакъ: если различныя положен!я; одной и тойже 
прямой { отнесешъ сначала къ одной изъ соотноеи- 
тельпыхь фигуръ, а потолъ къ другой, то полунимъ 
въ каждой оистенв точни, и точки одноН енетемы 
образуютъ фигуру оногразическую съ. фигурою, 
образуеною точкамн другой систены. Эти дв омогра- 
Фическы Фигуры по свойству доказанному въ $ 95 инбють тра 
двойныя точки; а такъ закъ этилъ двойнымъ точкамъ отвёчають 
чри положенёя прямой 1, то нолучаемх слздующее предложено: 
въ двух соотносительныхь хигурахь существуют 
три примых, имвющ]н то свойство, что каждой изъ 
этих пряныхъ въ той и другой Фхигурв отввчаеть 
одна н хате точка, ДЗ изъ трехъ пряыхт. вивющихь 
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сказанное свойство , могуть быть ИЕИМЫМИ ‚ Но Одна из НЯХхЪ 
всегда дВйствительная. Координаты этихъ трехт, прямыхь опро- 
ЯВанютоя изъ уравнен!й: 

аг--вуну _ ве Вучу’ 
Еву” "С ину 
если. вивсто 2, у вставниъ сюда выражешя (1) Хи У; легко 
видфть, ч10 получить два уравнешя дая опредбдея ние и 
что, если изъ этихъ двухь уравненй ноключныь одну изъ не- 
ИЗВБОТНЫХЪ, напр. ©, то для опредфлеия другой + получимъ 
уравнеше третьей степени. Пусть в, и, и, суть корни этого 
уравнешт, #2, 2, ©, — соотвьтетвонтыя величины о. 


5 

129. По началу двоякости иожель пряло выввети сяБдующее 
предложеню;: въ двухъ соотносительнихь «игурахъ 
существуютъ три точки, инвю ця то свойство, что 
каждой изъ этихъ’ точенкь въ той и другой Фнгур® 
отвбчаетъ одна и таже прамая. ДвВ изъ этихъ точекь 
могуть быть манными , но одна воетда действительная. Можно 
объяснить эту теорему ие прибзгая къ оказанвому началу. 
Допустивши, что существують въ двухъ соотноснтельныхь Фи- 
турахь три пряныя, нявющы то евойство, что каждой изъ этихь 
прамыхъ вт той и другой гигурв  отьвчаеть одна и’ таже точ- 
ка, ны говорим, что эти три прямыя вообще составдяють тре- 
угольникь, каждой зершинв когораго въ той и другой Фигурв 
должна отьфчать одна и таже прпшая. ДБйествительно, ‘есхи 
прамой АВ отвьчаеть въ обвихь Фигуражь точка с, праной 
ВС—толща «, прямой Аб--точка $, то точкв А, какъ пересв- 
ченно двухъ прямыхь АВ и АС, должна отвфчать въ объихъ 
Фигурахъ пряная проходящая и чрезь точку с и чрезъ точку $, 
т. е. прямая 60 и з. д. Отеюда слБдуеть, что три точки двухъ 
соотноснтельныхт Фигуръ виюнии то свойство, что въ объихъ 
Фигурахь нюъ отьъчають однВ и тьже прямыя, можию опредвлить 
сафлующимь образом: 

Уравпошя трёхъ ирлныхь, нивощахь то свойство, что въ 
объихь Фитурахъ каждой изъ прямыхь отвзчаеть одва и тажо 
точка, можно написать такъ; 


ету 1==0, цао у 1-0, чад 1=0. 
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Координаты точекь пересйченя этихъ примыхь: 


©:—6, Жи, о,—м ив 


й 


: а 
‚» = 3 м=- В 
ев м, — в 


.— в, в 
= — — > 
4 ‚3% } 
90, — О.И: 905 — в, 


эти координаты и опредёляють искомыя три точки. 


130. Вь $ 196 ны вндваи, что координаты (2) точекъ 
плоскости, вимощихь то свойство, что каждая изЪ пихъ девнть 
ва праной, которая ей соотватотвуеть, удовлетворлють уразие- 
вино зторой степени: 


виа (В-ноту уч (уна ебу)" 


Изетьдуя это уравволе можемъ найти геометрическое исто 
этихъ точекъ; по такое общее изелбдован!е мы нокаженъ ниже; 
а теперь замйтимь только, что искомое геометрическое мвого 
составяеть ибкоторую кривую динио, которая по степени 
уравнешя, которому удовлетворяють координаты ея разананыхь 
точокь, пазываегся кризою 2-го норядка. Простёйщая (въ 
теонетрическомъ смысл6) изъ кризыхъ ртораго порлдка—окруж- 
ноелъ; главизйаня свойства ея изввстны изь начальной гео- 
метр; аналитическая геомезия, призагая къ изольдованйо этой 
кривой свои способы, открызаеть вов свойства ел, зиаше кото- 
рыхъ пеобходино ори изучещи свойствъ других крявыхь. По 
этому мы начпомъ зизслвдовае кривыхъ втораго порадка съ 
окружности; изучивъ ея свойства, нокажень какь преобразова- 
шеиь фигуры этой кривой во извзетльиъ правилямъ позучаютел 
всф друмя кравыя того же портдка и тогда прнотуоижь къ 00- 
щему изслбдованио этихь кривыху, 


2 9 
0—0 940, —, 


; 
у 
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УШ. Окружность 


131. Круговая хин(я или окружность есть кривая, 
вов точки которой равно отстоятъ отъ точки, взятой 
гд%-нибудь па плоскости. Эта точка называется цен- 
тромъ круговой дин! и. Та изъ длвухъ отдвлленыхь 
окружност!ю частей плоскости, гдВ располагаются 
точки менёе удаленные отъ центра, чвмъ круговая 
дин1я, пазывается кругомъ; слвдовательно круговая 
лин! а служить предфломъ кругу ни отдбашеть эту 
часть плоскости отъ другой части, отъ той, которой 
точки удалены отъ центра боле. нежели окружность. 
Ни одна точка этой носледной части плоскости не 
принадлежит» кругу, а потону она очитаетоя ви ш- 
нею част! 0 и каждая ея точка визшнею точкою; на- 
противъ вов точки, лежащуя къ центру ближе пежели 
окружность, и саный центръ принадложить кругу и 
принимаются за внутренн[я его точки. Что же касает- 
ся до точенъ самой круговой лин!и, то он равно 
принадлежать кругу и другой части плоскости; какъ 
06щ1# этихъ частей предфлъ... Положеп!е круга и 
эго окружности зависить отъ подожен!я общаго ихъ 
центра и оть разстоян!я, на которое удалены отъ 
этого центра точки окружности; разстоянте, о кото- 
ромъ говоримъ, одинакое для вовхъ точенъ окруж- 
ноёти, называютъ рад1усомъ этой дин!и и также ра- 
д1усомь круга. Такинъ образомъ кругъ и окружность 
будутт совершенно изввотны, когда будемь знать 
иЪото общаго ихъ центра и общ(Я ихъ рад!усъ (Гебн. 
Остроградекаго.) 

5 132. Пусть а. 5-—координаты центра С, ^—радусь круга. 
Если возьменъ произвольную точку М (25), то квадрат ряз- 
стояния МС равняетоя 

(2—0) + (9—6 
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и есть Функщя координать 2, у, изибниющаяся виёств съ 
перензною положен точки М; но дай вовхь точекь лежащихь 
внв круга разстояе МС болбе », следовательно эта Функц 
координать боле г*, т. е, 


вии; 
дя точекъ, лежацщихЪ внутри круга 
еб <н; 
а дал точекъ лехащихь па окружности 
ео =м. 


Нослёдиее равенство, которому удовлетворяють координаты 
вовхъ точекь окружности и которому не могутъ удовлетворять 
координаты точекъ, лежащихь вв Или внутри окружности, 
чазыпается ‘уравнешемъ окружности. Уравневю окруя- 
ности можно дать другой ВИДЪ перемвною начала осей коорди- 
патъ, Такъ если начало координатъь привять въ центра то а—=0 
и 5-0 и уравиеше окружности, когда центръ ея принять за 
нач840 


@) 


еля начало координаты пометить на окружности, а за о6ь 
-вЪ принять прамую соединающую начало координат съ цент= 
ромъ окружности: то-а==», 5==0 и уравиеше окружности 


чу 


ету = ви 2 — тер =0. (3) 
Уравноши (2) и (8) ногуть служеть къ выводу иЪкоторыхь 
свойствъ окружности, такъ, налисавъ уравненю (2) въ слвду- 


ощимъ видф; 

а ; 7-х 9 
А" паи ут) (г—2) иди ——— = , 
Ы 


+—х 
вифень извзетную теорему? полухорда, перпендикулярмая къ 
даметру, средняя пропорщональная между отрезками данетра, 
Напнозвь уразноше (3) въ такомъ’ видв: 


ау =. 
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и замвчая, что 7/24 есть хорда проведенная чрезъ точку 
(#9) кь ковиу данетра, принятояу за пачало, хорда, которую 
означимъ чрезъ 5, инвомъ; 


Ятж паи т. е. 


хорда, проведенная чрезъ конецшъ Маметра есть средняя про- 
поршенальныя величина между всвиь даметромъ ин проекшой 
хорлы ва даметръ 


$ 133. Когда услоше отпосительно золожешя точки на 
плоскости ве опредвалеть вполнВ этой точки, по приводить КЬ 
заклоченю о кривой, на которой эта точка должное лежать, то 
кривая называется геометрическнииъ ивстомъ этой точки. 
Такъ услов1е, чтобы точка лежале на разстояи г оть ивкото- 
рой точки даетъь геометрическое мвсто точки — окружность, 
пе опредвляя положения точки на окружности. Тоже условно 
выражается аналитически уравыенемь В 


(ев + (ум, 


въ котором 2, у представаяють координаты точки, поэтому 
ножель сдёлать такое заключене : если координаты точки (2, У} 
удовлетворлють предыдущему уравневио, то геометрическое мвсто 
точен окружность, радусъ которой равевь 7, а центръ относи- 
тельно принятаго начала опредзляется координатами: ди 65. 
Раскроииъь скобки въ продыдущемъ уравнеши, получимъ: 


27-9? Зала ча 0; 


ОтОЮдДа ВиИДИМЪ, 410 ПО раскрыт екобокъ общее уравнеше 
окружности относительно прямоугольныхь осей координать со- 
держитъ два Члена со зторой степенью координатъ, коеффишенты 
хоторыхз равны единиц, чабны съ первой степепьо коорди- 
ватъ съ произвольными коеффищентани и члень невавиеящ!й 
от координать. 

Докажемь, что еели координаты точки (27) удоваетворають 
уравнению второй степеяи 


Аз + Ау ах В +Е=0, 


#3 


въ которомь воезищенты при 2° и 5’ конечиня величины и 
равны между собою, членъ му не существует, то теометриче- 
кое нъото точки, за исключешенъ ывкоторыхь уастиыхь сдучаевъ, 
на которые укажемь, есть окружность. 

РаздвлнвЪ написанное уравнеше на Л, приводит его на виду : 


(: 2+ ( + и в 

та т аа А 

оли 0°--*>ААЕ, то это уравнеше принадаежить овружноети, 
у Е 


центръ которой ииветъ коордниатани — ‚ а радус® 


ЕЕ ЧАЕ 
А 
уравнеше принниаеть ВИДЪ: 


у 


уравионе, которое необходимо ‘разлагается на два; 


24’ ЗА 


равепу . Если 0°-- = 4АХ, то предыдущее 


р 
“+ =0, 


н сдвдовательно прейотавляеть точку, координаты которой 
_ 2 

А» 
толори, что тогда уравнеше предотавляеть окруллтость, радусь 
которой равен: пулю. 

Если же 0*-- Е*< 4АГ, то вторая часть урявиевя (1) отри- 
цательнал, тогда дакъ первал часть при двйствительчыхь зив- 
ченихь = и у воегла положительная; поэтому никакал точка 
плоскости не можеть нифть того свойства, чтобы координаты 
ея удоваетворяли предыдущену уразлению. Сабдовательно въ 
этом случа предыдущее уравиен!е неё предетавляеть пакакого 
геометрическаго мёста, Для общлости аналитическихь вызодовь 
ножно выражать этотъ случай, говоря, что тогда’ уравпеше 
принадлежит» окружности оъ инимымь радгусбмъ. 


з й 
— 3%} 80 можно подвести этоть случай поль общ, 
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431. Какъ примбръ опредвлещя геометрическато мета 
точка рышенъ сабдующую задачу: найти гоометрическое 
ието точек, нивющихъ то сзойство, что разстоян!я 
каждой изъ точекъ отъ двухъ данных точекъ нахо- 

38. дЕТСа ВЪ ПОСТОЯВНОМЪ 
отношен1н. Пусть А и В 
далаыя точки, М-— одна изъ 
точекъ. разстолшя которой 
р. оть Ак В, т.е. МАи МВ 

А св находятся въ” отношеви 
ят:в; пусть также АЗ -=а, точка А принята за начало, а ось 
2-въ взата по направлено прямой АВ. 

Означая координаты М чрезь 2 и у, имфенъ: 


АМ=ИР, МВ =уиб— 


по уеловю задачи 


уничтожая корни, даемъ этому уравлелно сдующиЙ видъ; 


а 242 За“ 
п =, ии 
$ ОИС я? 
ат. . за» 
= + +7 = ; 
( яя) (ит 


откуда видимъ, что искомое геометрическое ивето есть овруж- 


эппа 


ность, радГусъ которой сии (--,; когда > и, —- когда вт); 


ат? 
я координаты центра: = м и 0; сяфдовательно цептръ иско- 


ной окружности лежить па пряной АВ`и притонъ вправо оть А, 
если Ф>л и вл6во отЬ А если та, Опредёлимъ точки пере- 
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свчешя окружности съ пряжюю АВ; для этого въ уравнении 
окружности должно положить у 0 и зайти соозвфтотвен- 
ную абоциесу. Абециеса при у == 0 ныветь два значеня 


, ино ат? „ пла ат? 
5 : ия =— 13 И 
0” ий п—т® ит"? 
‚_ таи—т) та на" та(п-+т) та _ та 
9°— т п-т в — т п-т тв 


Очевядио, что одна изъ абоциесь точенъ пересфчены 2’ веегда 
положительная и меяъзе @, а другая положительная когда три, 
й тогда в" > &, и отрипательная при % <. Слъдовательно сапа 
изъ точекь перосфчешя окружности съ прямою АВ ложить. 
всегда между тозками А и В, другая внЪ. Написавь абоциссы 
точек А и В и точекъ пересбчевя окружности съ прямою АВ 

въ такомф вид: 
т 
де 
9, а, п а’ 

1+. 

й 
видимъ, что точки пересфченя окружности съ АВ гармонически 
сопряжены съ токами Ал В: Есан С есть точка пересвченя 


. аа 
окружности съ АВ лежащая неяду А и В, то АС == ий 
+ 
та на, 
СВ—=е— == ; огсюда АС: СВ==т:, позтону прямая 
т--п ту 


СМ дёлить уголь АМВ пополамъ. Возетазимь из® М перпен- 
дикуляръ къ СМ, получииь въ пересбчещи этого перпепдиху- 
ляра съ пряною АВ другую точку пересвчены охружпости съ 
пряною АВ, точку П. Раздфанвъ разотояме СБ пбполамъ, 
получииь радусъ окружности 00. Въ случаб т-=й выводы, 
сдфланные сейчась, будуть несообразны; что ` происходить 0тЪ 
того, 970 геометрическое шёсто въ этомъ случав будоть не 
окружность, а прамая; дВйстветельно при 7% -=# уравнепе 
геонбтрическато мфета ириметь зидъ 


ия И@- в} + т 
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5 по уничтожонно корней, получим 


или 


слвдовательно 3Ъ этомь случав имфемь перпецдикуларъ, в0з- 
составленный изъ ‘середины прямой АВ, 


$ 135. Положеше окружности ва плосности зависить от 
трехъ Поетолиныхь величниъ : отъ двухъ коордипать центра н 
отъ величины ращуев; поэтому когда эти постоянныя величины 
нензебстны, то для опредфлешя окружности нужно три условна. 
Токъ пусть окружность должна прохолить чрезъ три хочин: 
А(2, 3), Ве, у,), С(т, у.}; поснотрииь какъ опредвляотся изъ 
этого услошя ражусъ и цеитрь окружпостн и как свойства 
нифеть окружноеть ‚относительно треугольнина АВС, вписан- 
наго въ все. “Пусть пормальвыя уравнешя сторонъ треуголь- 
ника АВС суть; 


ВС... АО, СА... АО, АВ.... А. 


Докажемь, что уравяеше искомой окружности можно написать 
въ такомъ видв: 


ААА, А.А А А, = 0, а) 


гв 1, р, * постоянные множители, которые должно опредвлить 
изъ условшы, что уравнеше (1) продотавллеть окружность. Во- 
первыхъ видинъ, что геометрическое увсто точенъ,. координаты 
которыхъ удовлетворяютъ уравценно (1), воть кривал второй 
степели, проходящая чрезъ точки А, В, С, Дйствительно пор- 
вая часть предыдущаго уравнешя обращается въ пуль, какъ 
скоро положимъ, что въ выражешя А,, А,, А, вставлены коор- 
дИНАТЫ одной нзЪ этихь точекъ; возьменъ паприюнр» точку В, 
она зежитъ на прямой ВО, а потону коордннаты ея удовавтво- 
риють уравневю А,-0, опа лежить и на праной АВ, чоэтону 
координаты вя удоваетворлють уравленно А‚==0; слёдовательно 
дая точки В ныземь созокупио Аь=0 и А,=0, а прин этозъ 
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перзая часть уравненм (1) обращается въ нуль. Вставииъ въ 
предыдущее уравиеше выфсто А, А, А, ихъ зыраженя въ 
координатахь <, у, подучимь вмвото этого уравнешя сувдующее: 
2? | 16094.608ф,+и08ф,605ф,- 700, СО, | 
ау [А вроачна)-+ шр, +) + 3(ф.4-9)| 
5 Аятуто, + ато, фо -- эт нау,| 
— 2 1 (робозф, + рибозфь) + м (рус084,-- обоя) +-У(р,б0др, + ,005ф2,)| 
— РА Сровч, +-ру ть) + рыть розшр,) - У(р, р, + РьзИфХ,)| 
Ара Ниро урирь = 0, 

Чтобы это уравиешо представляло окружибеть, А, фин 
должны быть опредваены такъ, чтобы коеффищенть при 27 обра- 
щалея въ пуль, а коеофишоенты при 2? и у” должны быть между 
собою равны. Откуда и получниь два уравнея для опре- 
двлешя А, м, У: 

Авто о-мф, +9, У.виф, + Фо) 0 
2. ооз(дрь- рр -608(, +.) +». 60%(4, + 9,)=0. 
Рыная этя два уравпезия, получим: 
А.П) ф==, 
1.59). -— Фа) ==0 ; 
А -=- ше .. и ы 
Би, —9) Мия). ви) 
Усоль ф.о ревияетоя углу прямыхь А. и А,, который мы 


обозпачинь чрозъ (А.А, ); уголь 9 равииется ‘углу пря 


мыхь А, и А,» иначе равняегся (А,А,), уголь фу, ==(А, А. 
при этомъ обозпачешни дозято ‘помнить, что прамёя поставленная 
виереди составяяеть начало угла. Итак ны ияфемт: 


ох ^х 
А: АА == р: (А. А.) =: ма(А,А,). 


Зашвияя въ уравнеши (Г) А, > иропорщональными ии» вели- 
12 


Аплхит, Гвонит. 
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чинами, получниь уравнеше искомой окружность въ такомъ зид® 
их м С 
А. А вш(А, А) + А.А, ВА, А,)- А А, .ЗН(А,А,)==0 (3). 


Покажемь геометрическое значеше уравнены, (2) для чего 
напийтемъ эго въ таком видЪ: 


ГУ о Ри 
А.Ааят(А, А) А, А, ША, А, А, А зт(А, А, ) 

Если точка М принадлежить окруж- 
ности, и р р, Рь ‘СУТЬ основаня 
перпендикуяровь опущенныхь изъ 
М на стороны А, А‚, А,. 10 
предыдущее уравнеше выражаеть, что 


пло, треуг. р,Мр, площ, треуг. р. Мрх 
= площ. треуг. вМр, ; 


следовательно: основан! я перпендикуляровь, опущен- 
ныхь 5зъ точки окружности ка стороны треугольника, 
зписаннаго въ окружность, лежать па одной прямой, 


136. Опредблимь теперь косфенщенты при различныхь 
стеленихь переифнныхь координать въ уравнеши (2). 


Очевидно косфеищенть дри: 2° равняется 
совф совер, т(А,А, )-1-с08 р, .с09ф,Зи(А,А„)--с08ф, сов т(А, А), ЧАИ 


Этот, А.) -+ фтор, А, Ао) + зи зтфвт АА); 


повтому, озпачая этоть коеффищенть чрезъ М, имен: 
О 22 25 м „7 
ЭМ-ЕЗШСА,А,}. соя АБАЯ АА, ео (А.А) + СА, А, )с08 (АА, 
их © о 
Занфчал, что (А‚А,)-=(А,А,)-+(А,А,), мы находимъ: 
м и 225 
АМА, А) +2 (А.А) зи СА, А.) 


их 
==2.з309(А,А,). МПА, А, +9. 58 (А,А,) вт" (А,А,) 
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=4зи (А, А,).вт(А,А,).зи(А.А,); откуда 

М=эт(А.А,).вШ(А,А,). вт(А,А,). 

Коеффищенть при 2, который означимъ чрезъь М, очевидно 
равняется : 
„ ОО О 
— ВАА О(росовф, Е рлсов) — (А.А, (русояфо + робовфь) 

— Ящ(А, А, )(фусовфь-+ рьбовф у 


а коезеищелть при /, который означииъ чрезъ ГР, равняется : 


— ВСА, А ‚) (робшф, + риф} — ЯиСА, до) (фт г розшф,) 
— (А.А, (риз, + ри, ) 


о о 
или: М = — р[ЗСА А, оз +8 (А. Ао)совф,] 
— в, [88 СА, А. )создь + об еонь] 
— ва (А Аден, + нА, Ася] 
О р . 
Р = — ра СА,А те, + мв(А, Ао )тф,] 
— р [ЗСА А еифь + ЗКАЗА и] 
— ри, А те, +зт(А, А,)тф,] 
Вовзьмень два изъ косффищентовь при ре р, 2 


с А 
зт(А, А, )с08ф, ЕВА, А )совод, > 


о а 
эт(Ас А, вт, +аШСА, Ат $ 


остальные коеффищенты получатся круговою заифною. значковъ; 


0, 1, 8. Первое изъ этахь выражен можио написать такь: 
1 


ЯК фо обе ни фо фо) о) ф--ь)] 

вш(р,—4,).008(4.--9,—4). Точно также найдеиз,. что 
второе пыражене; эм(ф, — фодач, + зт(ф, — 4.) втф, = 
— сои) —во8(рь — фо) = 9(ф,-- ф.) вт (ф,-ф,--фо). 
Итакъ: 


42* 
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2 и 
М==рувв (А, А, )ооэ(ф, + фе--,) + РИКА, А, бов, + ФФ, 
оч 
= ртА,А сов, + ФФ) 
2—5 с Х. 
О] 
и ° 
+ рСА, А, 9-95). 


Члеть независящЙ отъ шиу въ уравнеши (2) означииъ 
чрезь 0. 


0 = рирз( А.А ,) рыб СА Ао) р, бзтСА А.) 


Такь какъ уравнеше окружности по раздавлен ни М: 


Мо наи 
у и м’ м , 


(2 + м) + (, + пи 


то координаты центра (2, уг) суть: 


М Р . 
и 2М # 2м’ 
№-+7Р—40м 


а квадратъ радтуса покомой окружности== $ п 


АМ" 
рб 2 м 
Ри (А, А) + рАзие (А, Аа) + рзпе (АА, ) 
ох м 
рр. чиСА ,А,)ЗВКА,Аь) оо) 
их О 
+ рьрьв СА, Ади доонаЯ.А 
+ 0,3 (А,А о) .зщ(А,А сов (А, А} 


—4ОМ=4р ря" (А.А тСА, А.) зт(А,А,) 
+4рь ри" (А, А) А, А т СА, А,) 


-+ 4, раз (А А). в СА,А (А, А,); отеле: 
№ Ра ДОМ== | роп(А А) --равСА, А) + рат АьА 
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сзбдовательно квадрать радфуса искомой окружности: 


‚2 —. ФИА, АЗ) + рзИСА,А рум АоА 
(авик. А,). СА, Ао) зб АНА,), 


Но но $ 24. (Задача Г.) площадь треугольника АВС, 
хозорую означимъ чрезъ Ра авняется 


|роззи(АЗАь) т ритСА, Ао) +рьзй (А.А, |? 
Зят(АьА,).5Ш(А,А,) за (А, А») ? 


поэтому получииь: 


В Ра 
т - Е ь 
25 АА, (А, А.) (А, А.) 
знаменатель этого выражошя , незавненио оть зцака, который 


въ этомъ случав должень быть +, равняется ЭвтА‚зшВ вэб, 
гдв А, В, С углы треугольника, поэтому имфемь: 


2уЗ8НЬА вШВ.вшб = 4; 


м 2 р 
Но ВА = 55? виВ == ж’ 806 = 25 откуда 


би р 5 66" абс 
р 2 па = порт ми г = у. 


Это поедфднее выражеше г легко выразить въ коордипатахь 
зоршинъ треугольника. Итакъ получаень: радрусъ окружно- 
ети, описанной около треугольника, равняетел произ- 
веден1ю стороиъ, дёлениону на учетверенлую ихощадь 
треугозьянка, 


137. Глазизйция свойства кравыхъ открываются при изыска- 
ши отношенй, которыя онз могуть имвть кь прямымь лишянъ. 
Поэтому представи» окружность, уравнен!е которой 


(2—4) + (9—6 — = [о 
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и пряяую, ураввеше которой 


2с0зф + тр — р=0, (2) 


м найдемь точки пересёчешя окружности и праной, если тая 
точки возможны, при этомь само собою получится услоше пере- 
овченя окружности съ прямою. Даля точекъ пересъчешя окруж- 
чюсти и прямой коорденаты (2, у) уравнешя (1) равны коор- 
динатамь (2, у) уравнены (2); поэтому нивемъ два уравненя 
для опредфленя этихь координать,. откуда видимъ вообще 303- 
можность ихъ опредфлить. Дадииъ уравненшю прямой слздую- 
ый видъ: 


(2—асовф--(у-Втр-ас0зф - 91 —р==0; 


выражене а005ф--В5тф — р представаяеть разотояне точки 
(@, 6) т.е центра окружности отё пряной (2), это разетоле 
означияь чрезъ #, а потому уравнеше оряной нацишель такъ: 


(2-е -Бунафь=0; 
опрейвляя отеюда у-—6, имфенъ : 


1+ (2—4) с08 

у =— ле юеву (8) 
Ниф 

и внося это выражеше ть уравнеше (1), получимъ уравненю 


дяя опредзлешя абсциосы точки пересёчен я въ олвдующемь тид: 


(па +2 а-фаеовр-- ар 0. 


Такъ` вакъ это уравнеше квадратное, которое иметь два 
решеня ‚ то заключаем, Что прамал пероськаеть вообще 
окружность въ двухъ точкахъ, Озвачинь абсциовы этихъ точекъ 
чрезь 2; и 2), тогда рёшая предыдущее уравнеше, получинъ: 


— боовр-катр. В, 
2, — в ==. — доозр—вте И. 


Чтобы зти выражеши были. возможны, меобходнио #* > {®, 
т. е. прямая пересфкаеть окружность, если розстозые ел оть 


2 —@ 
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центра ненёе радуса. Опредванвь абециссы, нейдемъь соотвт- 
ствующ ординаты по уравнению (3): 


и -Ь = — В.иф — ©08ф. И . 
= — Ваше -- ор, 


Усломе возможности ординать тоже, какъ и дяя абецисеъ. 
Поли #*==й°, то цакъ абоциесы 2, и 2, такъ и ‘ординаты у, у, 
дЪлоются равными; олдовательно вибото двухъ точекъ пере- 
свчешя окружности съ прямою получаем одну, иаи двё сов- 
падшйя точки па окружности, Прямая инфющая съ окружностью 
только одну общую точку называется касательно кь окруж- 
ности, и такы когда разстодне арямой оть центра’ равно 
радусу окружности, то прямая касательная. Наконець. если 
„<, то прямая не пересвкаеть: окружности, изи пересфкаеть 
окружность въ инимыхъ точкахъ, Цоняме о инимыхь точкахъ 
допускается въ геошетра чтобы обобщить наши суждешя. Чрез 
это допущеше мы подчиняемьъ геометрическ!я предложеня закону 
пепрерывноетн, накъ это показано Поисле в его сочинеши 
Тгойё 408 Я битов’ рго]ёсМуев;. двйствительно, устранивь поняте 
о инимомь пересвчени, ‘мы должны назначеть предвлы лая вовхъ 
свойствъ свкущихь окружность, вы которыхъ. эти свойстяа не 
существують , слёдовательно такь сказать прервать ойстену 
вЪкоторыхъ гоометрическихь предложен, какъ скоро разомат- 
риваемыя величины вышли изъ ятихъ предфловъ; тогда ив въ 
сущности больная часть геометрическихь вредложенй за этими 
преджламн пе ирерываетсл, а только видоизизняется. Такъ на- 
приивръ, хотя при г’ <“ точки пересфчешя окружности съ 
правою ининыя, ио серединная точка я пронзведеше абециесь 
и ординать точекъ переобченя величины дёйствительныя, ибо 


2+2 
р. 
202 3 603° 
(2-9 (анте (В, =МЬ-оо. 
Поэтону хотя точки первевчешя окружности съ ‘прямою не 
существуютъ, по точка, находившаяся въ середнив между эзиин 


= — й608ф, $ — зшф; 


184 


точками, пока прямая пересфкала окружноеть, продолжаетгь 
существовать п можеть сохранить икоторыя изъ т6хъ свойствь, 
которыя опа имфла до перехода точекь пересфчешя изъ деЙ- 
ствительныхь въ ннимыя. Такь изь выражешя координать этой 
точки зидимь, что разстояще ва оть центра ревно #; олвдова- 
тельно ова есть основаше перпендакуляра, опущепнаго изъ 
центра на праную, какь бы эта прямая не проходила по 
плоскости. Что касается до произведенй: (2,—6)(2,—@) в 
{у:-5)0.—56), то они представаяютъ площади прямоугольни- 
ковъ, построенныхь изь отрЬзковъ взатыхь на осихь коорди- 
вать и мы видимъ, 910 эти прамоугольнаки д®йствительные и въ 
томъ случаз, когда отрзаки, на которыхъ они построены, дв. 
даются янимыли. 


4138. Возьшешь на прямой (2) точку (&’ у’) и координаты 
ея вотавииь въ первую часть окружности, получинь выражеше: 
(в + —5)*—м. 

Мы знаемь, что это выражен >> {, когда точка взята вив 
окружноети, == @, когда точва взита на окружности и 0, 
когда точка лежить вутри окружности; означивъ его дая крат- 
кости чрезъ Р. Такъ какъ (а’—@)*-+(у’—6)* равияотся квадрату 
равотояьш точка (2 у’) оть центра (а, 5), а разотольёе точки 
(# у) оть (а, 6) овначимь чрезъ 0; то Р==0? а, _Найдезь 
друтов зыражен!е для Р. Координаты точки (2” у”), лежащей на 
пряной, соединиющей точки (21 у,) н` (2% у,) суть: 
2—2, _ 
у 

1’! ° 


1% 


ТАБ А означаеть отношеше разстоян точки (а’ у’) оть точенъ 
ререевчешя окружности и прямой, точекь 1 и. Юоли вотавииь 
эти выражешя а’ и у’ въ Р; то замвчая, что 
“ Ш * 
ое, (аа 


получим : 


__ 420°-—#°) 
О - 
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Здъсь ^*—1* очевидно равилотоя квадрату половины хорды 
соединяющей точки 1 и 2; если эту хорду означимь чрезъ с, 


то 4 


Если овначииь чрезь 4, и 4, резотоящя точекь 1 и 2 оть 


точки (2 у’, то 4,—@у-=е, а 1—4 = = {= : $ слвдо- 
Е С 


вательно 


де"4,* 


= а, 4. 


Пронзведеше отрёзковь съкущей оть точки (х’ у’), до точекъ 
пересфчен!я съ окружностью Штейнертъ назынаеть степенью 
точии (2 у’). относительно ‘окружности (Реепи, ризванео). 
Итакъ Р выражать стенень точна (2’ у’) относительно окруж- 
ности, Котда приман проведенная чрезъ точку (2’у’) обращает- 
ся въ касательную, то отрёзин овкущей дълаются равными нежду 
собою и равными длин касательной, но.Р величины своей не 
изивияеть, зависи только оть положешя точки (2’ у’) и оть 
эдементовъ, опредфлающихь окружность; поэтону если означииь 
длину касательлой проведенной изъ (5’ у’) къ окружностя 
чрезь #, то 

Р=й; 
отеюда #== 0* — т”, что показываеть, что касательная пероен- 
дикузярна къ рад!усу проведециому въ точку касашя. Изъ 
предыдущаго волучанъ также дяину касательной 


= ИР. 


139. Когла прямая, проходящая чрезъ точку (л’ у’) им- 
веть съ окружпостые одну общую точну, т. е, когда ова каса- 
тельная, то № =” наи В == -=р. Отоюда вндимь, что чрез 
данную точку къ окружности можно провести дз касатольных» 
Которыи ПАХОДАТСЯ ОТЬ цонтра на равныхь разотолшяхь, но на 
разанчныхь сторонахь, Майдевь уравнеше этихъ касательных. 
Кс 


@созф т — р ==. а) 
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Такь вакъ точка (2’у’) дежить на прямой касательной, то 
т’еф-+узтф —р=0 (2). 


Изъ -этихь двухъ уравленй опредблииь фи р. Вычитая 
уравнеше (2) изъ (1), получимъ: 


(@ —- 2')возф + ($—у)зтф ==, == 0; откуда: 
(а-я сор" 26 у’вшф-- (6-—9')* в’ ф, паи 


[(@—2')*-+( 5-96") пр" —(а—2')==0 , или 


зн" ф— 8" (6-—у').втф--"*—(а—2)*, откуда: 


й 6—9) а) Р 
5 = 
ре 
Уголь ф возиожень если Г величина: положительная, олвдо- 
валельно кесетельную къ окружности можно провести только 
зрезь визшнюю точку и чрезъ точку на окружности. Опредв- 
хивЪ Эту, находниь: 


(аа!) -==6-У)ИР 


с08ф == т 


и 2'@--2')+у'6--/)| = у@—=)-—260-—у|иР 
ре 


и ветаваял эти величины зи, 00842 и р въ уразвнеше праной, 
находниь уравнешя двухъ касотельныхь, проведенныхь изъ 
точки (2’ У), вь сльдующемь вид; 


#|(@-=) (аа) -У-у)| ИР [26-9 )-0-У)-=)| = 


или; 


|а-) = @-ДИР (в) + ["Ф-У) = ав уу) 


0 


0 
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Если точка (2’ у’) лежить на окружности ‚ зо Р==0 и ураз- 
неше касательной, проведенной чрезъ точку (2’у’) лежащую 
на окружности олвдующее: 


(@—)в-—т) + @-у)0-у)=6 


откуда видимъ, что чрезъ точку ка окружности можно прозести 
золько одну касательвую. Можно этому уравяенйо дать другой 
видъ, а именно: 


(а--2')(2--а + вт) + (6—у)0—5+5—у) =0, ии 
ее +В =" 


Если центръь окружности принать за начало, то уревнеше 
касательной, проходящей чрезъ точку (2 У) лежащую на 
окружности. 


ше =. 

140. Вернемся къ общему зиду уравненй двухъ каса- 
тельныхь, проведепныхь чрезъ внфшнюю точку (х’ 9“; втя 
уравневм разнятся одно оть другаго знакомь при Г/Р, Возь- 
мемъ одно изъ этихь уравиевй : 
ра —Ф-ПИРе-в и на- У Р|б-у)=9. 
Ясли означин чрезъ « уголь этой касательной съ осью &-въ, то 


ме—)—6-—ПиБ 


ща = — , 
ИР 
за = 9—2) —@- 7) 
ру 2 
све — — "0—9 Нее | 


Такь какъ длипа касотельной равна //Р, то проекщы” длины 
касательной па ось #2-вЪ, 
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5-9 Р + (а 
и, 


а проекщыя на ось у-вЪ 
каг Р— ФР. 
0: 


Позтому абоцисса точки касания: 


а + ИИ Рав ЭР , 
р 
а оранната точки касаня : 


И=У пит ОУ. 


Дая другой касательной абецисса и ордината точки кавашя еуть: 


С 9 к Со 
в 


д. аа у7 В — (6-5)Р 
у’ =у Тя 


Отеюда пифент: аа" (я ), Я се 2, 


и потому : 


Это уравяеще покавываеть, что прима соединяющая точки 
касанм перпендикулярна къ праной, соединяющей точку (2’ у’) 
съ центромь окружиости. Далбе изъ твхъ же уравнешй ямбемъ: 


уу" ее +9 = , 


откуда ниволь, что ризохолще точекь касашя пли хорда; соедн- 
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. р 
няющая точки касав1я , равняется. .‚ а подлухорда равна 


т . Такъ кокъ полухорда есть перпендикуляръ, опущенный 
изъ вершины орлиаго угла на гнпотенузу р прямоугольнаго 
треугольника, катеты котораго суть г и касательная, то радуеъ 
х есть средпяя препоршональная между всею  гипотепузою Фи 
отразномъ ве прилежащнииь къ центру окружностн, и отеюда: 
в = 5 ;е представлаеть разетонще хорды отъ центра. 


Уравнеше прямой, соединяющей точки касашя, слбдующее: 


„99 „ 
= Ш лы 2") 


з(а-е и Р--у)Р ИНЕТ 


Нл: уу - =— 
у о 6-у 


24-2) р 
у ‘бУ 


(9—9) 0-—у')+(@—2') (и—2) = Р. 


7" 


наи: у-у’ =-— 


Вотаваяя вифото Р его ведичику, праводииь это уравнеше къ 
слвдующему виду: 


че е-=н 


Мы Видим, что это уравнен!е ииветь оденъ н тотъ же внхъ 
какъ и уразнеше касательной, ‘проведенной чрезъ точку (2” у’) 
лежащую на окружности; отлище состоить только въ тонъ 
что дай касательной координаты 2’ у суть коордниаты точки 
лежащей па окружностц, для хорды, соединлющей точки касавя, 
ти у суть координаты точки лежащей ВИВ окружности. 


441. На прямой, авресвкающей окружность, предотавниь 
дв® точки (#’ У) и (2” у’); коордипаты точекь пересёченя 
означишь по прежнему. чрезь (2, у.) и (2, 9,) и опредблииъ 
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положеше точки (2” у”) танъ, чтобы пара точекъ (2 у") (2”у”) 
была гармонически сопряжена съ парою точекъ пересвченя. 
Точки (2' 9’) и (#”У’), опредваяемый подъ этими усломянн, 
называются тарноническиии полюсами окружности. Озна- 
чииь чревъ 1, отношеше разетоший точки (2, у,) оть точекъ 
(ту) и (=. у"), чрезъ А, отношеше разотолнй точки (2, 9.) 
отъ тьхь же точекъ ; тогда 


ат" ана" 
ВЫ ни 
1+1, `* 1-й 


уу о уч 


= 


Но координаты точекь пересёченя удоваетворяютъ уравненйо 
окружности ; 


ув -и=5. 


Поэтому вставляя выражен я координать въ послёдиее уравие- 
46, получиит : 


[ева фу") == 0, 
[е' ай" вы [у-Б-Ау”-ОР+А, = 0; 


или означая степень точки (2’у’} относительно окружности зрезъ 
Г’, а стелень точки (2”у’) чрезь Р” 


В 
РА" ва" -В"- В = 0; 


откуда ‘видимъ, что 1, и А, суть кории одного и того же квад- 
ратнаго уравнены, а такъ какъ точки (2, у,) (2, 9.) должны 
быть гармонически сопряжены съ точкаии (а У) (2” у”), то 
№ = — 4, или А,-41, = 0; сафдовательно ковофищенть при 
4, пли А, въ предыдущемъ уравнент равняетоя ную, т. в. 


оо = (1) 


и тогда: =Уу-= [© 
и 

Изъ послдняго уравненя видииъ, что знаки Р’и Р” должны 
быть обратные, олВлдовательно одна изъ точекъ (2 у’) (© у”) 
ложить вн окружности, а другая внутри ея. Мы будемъ пола- 
гать, что точка (2’у’) вывшняя. Такъ какъ координаты гарно- 
ническихь полюсовъ удовлетворяють только одному уравне- 
нйю (1), то если одиаъ полюеъ напр. (2’ у’) данъ ‚ соотв®тот- 
ствующйй ему другой полюсъ остается неопредвленнымъ, геомет- 
рическое же мБето вобхъ этихъ полюсозъ иметь уравнещемъ 
уравнеше (1); олбдовательно геометрическое изсто ихъ веть 
прямая, уравнене которой: 


д е-9+0-9и-0= 


Эта прямая относительно данной точки (2’ у”), называется 
полярою, а точка (2’ 9’) относительно поляры называется 
полюсемъ, изъ сравнешя уравненя поляры съ уравиещемь 
хорды, соединяющей точки касашя двухъ касательныхь, прове- 
деннымъ изъ точкя (а У’), видинъ, что поляра совпадаеть съ 
этою хордой. Можно принять точку (2” у’’) за полюсъ, тогда урав- 
неше (1), въ котороиъ пережвиными величинани ечитаютел 2’ и у’, 
опредзайть поляру точки (=” у”). Въ тонъ олучав, когда 
полюсь лежить вы окруиюсти, ризотолье поляры оть центра» 


2 


какъ видвли, равеяется е = 5 =». я „ монве радуса, ибо отио- 


шено у <; если же возьмемъ полюсъ внутри окружности въ 
точкв (= у"), то равстояше поляры оть центра равняется раз- 
столийо точки (2’ У’) отъ центра т. е. 0 ==л. >, а потому 60- 
ле радуса, Пзъ предыдущяго видвитъ, что уравнене : 


(«— @'—9)-+0-90-1) 


которое получаетел изъ уравненя окружности: 


(и— а) + (у—в} = 


зрезъ замфиу въ хаждомъ изъ квадратовь первой части одного 


О 
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изъ ипожителей 2—0 и у—6 соотабтетвенио чрезъ а —@ и 
У предотавляеть касательную, когда д и у’ суть коорди- 
наты точки, хежашей на окружности, чюляру внутреннюю, когда 
эта точка дежитъ зыв окружности и поляру вныиаюю, когда 


она ложить внутри окружности. 


142. Покажемь приложеше теори поляры п полюса къ про- 
веденио касательной къ скружноетя, Изъ точин А проведемь 
двв свкущя АВ и АС, проведемъ также хорды ОЕ и 80 до 

40, переофчешя ихь въ Ри лагопали 

винсанниго четыреугольника В и 

0, пересвкаюнияся въ @; соеди- 

нииь Г съ би А, тогда по 5 48 
р ИНЪень, что пряный АЕ и СЕ гар- 

нонически сопражены съ прлимии 

ОР и ВБ, суВдовачельно СР пере- 

свкаеть произвольный офкушя АВ 

и АС въ точкахъь Ки, изъ ко- 
торых'ь первая гарпонически сопряжена съ А относительно то- 
чеь Ви, а вторая гармонически сопряжена съ А отиосн- 
тельно зочекъ Е и С; позтому прямая @ ость поляра точки А. 
и точки Ни у, въ которыхъ она пересвкавтъ окружность, 
суть. точны касашя касательныхь, проведениыхь изъ А къ 
окружности. Такъ какь оъкуши АВ и АС произвольны, в пере- 
свченге дегоналей четыреугольника. ОЕОВ принадлежить полярв 
точки Л, то проводя третью произвольную 
свкущую можежь назначить другую точку 
полярь, не проводя хордъ РЕ и ВС. Это 
замбчае приводить къ слёдующену  по- 
строенйо касательной къ окружности. Изь 
данной точки А проведенъ три евкущя 
АВ, АСн АС’ ипроводя датонази назаа- 
чимъ подару 66’ для точен А, переовчены 
этой поляры съ окружностью суть точки 
касашя и Н, 


143. Уравиене опружносли: (2-—-а)++ (у-—65)— 0 бу- 
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демъ писать сокращенто: Р==0; уравнене другой окружности 
(2—в + (9--5,—г?г= 0 — чрезь Р,=0. ПШамъ уже из- 
эБстно геометрическое значеше Р.; когда 2-су и у ку приписываются 
произвольных величины 2” 9 а пиенно: Р равняется квадрату 
касательной, проведенной изъ точки (2’у/’) къ окружности Р-=0. 
Хотя для точки (2 у’), лежащей впутри окружности, Р‚ будучи 
величиною отрицатедьною, ве можеть равнятьея ввадрату дЪй- 
отвительной величины; но допуская дая общиости аналитиче- 
ских выводовъ мниныя величины, мы буденъ. говорить, что Р 
вообще предотаваяоть кредратъ касательной, прянниал, что въ 
случав Р отрицательнаго эта касательная-—инимая, Посмотриит, 
что выражаеть уравнене 


Р—Р,= 0. 


Очевидно это уравиене первой степени, ибо, вставляя РиР,, 
нивенъ: 


Р-р (ав) 04-2 (Бу (о м) (аеч гг); 


елёдовательно предыдущее уравненте предетавзяеть прамую н 
притомъ вов точкн этой прямой нивють то свойство, что каса- 
тельныя, проведепиыя ‘изь какой-либо токи ея къ обжимъ 
окружиостямь между собою равны. Поэтому эта прямая назы- 
заетья лин1ею равпыхъ касательныхь (по Штейнеру, 
Ровцииио)°нли радикальною ‘осью. Уравнеше радикальной 
оси очевидно слёдующее: 


(и —ч2-+(, и 


ег) 


р °; 


откуда тангенсь угяа, составаяенаго редакальною осью съ 
06ы0 2-въ: 


откуда ‘видио, что эта прямая перпендикудириа къ прямой, с0- 
единиющей понтры двухъ окружностей, 


Ападит, Гронст. 13 
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Приненъ лишю центровъ за ось э-въ, а центръ первой 
окружности за начало координатъ, тогда уравноня объихь 
окружностей 


2'+ у" и (2—@)у= 
Уравяеню радикальной оеи: 
тара: 
ар = му а"; 


сяфдовательно разстояе ея отъ центра первой окружности 


ай ги 
2а, 


Полагая, 4т0 гр", и что обв окружности находятся на одной 
сторон начала координатъ, разомотримъ слздующезри случал: 


ео 


14°. ‘шр», т, в. радикальная ось лежить вн перваго кру- 
га, а сл®довательно и вуВ другаго, потону что если бы кобр- 
динаты какой-либо точки радикальной оси удовлетворили урав- 
непю Р, 0, то тБ же коордипаты должны удовлетворять 
уравнешю Р =0. Изъ выражены х инбень дад этого случая: 


а’ — Ват > т 
или: (а г)— > 0 
или: аби, —(“-г,)1>0. 


Этону равенству можно удовлетворить , полагая во-первых 
ит, причемъ получиятъ, что а, подявио болве разиоети *—%, ; 
во-вторыхь можно удовлетворить тому же перавенству, положизт: 


и ат-г, а потоиу подавно а: < "и. 


В» первомъ изъ этихъ случаевъ @;*> 7*— =, *, сявдовательно 
2а 
< =а,, т. е. радикальная ось лежить между центрами 
Га 
\ 
объихь окружностей, ие пересвкая ви одной изъ пихт, пакъ 
это было замёчено влачаль. Во зтороиъ случай аи< #*— и: 


изшр?а,, т.е. радикальная ось лежить зв обфини окружно- 
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стяни относительно начала. Отсюда инфемъ: радикальная ось 
лежитъ нежду окружностяии, не пересвкая ихт, когда, 
окружности внф недосягающ]я; она дежитъ вн екруж- 
ностей, когда окружности внутри недосягающия, 

9, д-р, тогда: 


— ее) е—] = 0 


и отсюда мы получииъ: или иг, и а, = тт, 
олвдовательно въ томъ случа, когда окружности вн или 
внутри касательныл, радикальною осью служить общая 
касательная. 


80. д<г, тогда 


еее < 0. 
Этому иеравенству можно удовлетворить только полаган: 
тем > а, > 7Ш—,. 


Отсюда получаемь, что радикальная ось пересвкаетъ 
первую окружность, а сафдовательно, по замбчанно сдф- 
данному выше, перосфкаеть и вторую окружность, 
только въ томъ случа, когда 060% окружности поере-. 
свкаются и при этонъ очевидно, что эти три. лини 
пересвкаются въ общихъ точках; поэтому въ этомъ 
случав радикальною осью служптъ общая хорда двухъ 
пересфкающихся окружностей. 


13Х. Возьиемь теперь три окружности: 


Р=0, Р=0, Р,= 0: 


Уравнены. радикальныхь осей окружностей Ри Р,, окружно- 
стей Р: и Гь, окружностей Р, иР соотюететвенно суть 


0, р Р=0, РР 0. 


Р-Р, 


Первыя части этих трехъ`уривленй, будучи сложены, дають 
въ сум нуль; поегону три радикальных оен трехъ 
13* 
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окружностей взатыхъ по двЪ пересВкаются въ одной 
точкв. Пересбченю трехь радикальныхь о0ей трехъ окружно- 
стей называется радикальнымъ центромъ трехъ окружно- 
стей. Отсюда получаемь простой способъ построешя радикаль- 
ной оси дай двухъ окружностей Ри Р,: проведемъ третью 
окружность” Р,, которая пересфкала бы данныя деф; общая 
хорда опружиостей Ри Р, воть ихъ радикальная ось; общая 
хорда окрупностей Р, и Р, есть ихъ радикальная ось продол- 
жимъ эти хорды до пересвченя; въ пересбчени получиыъ точ- 
ку, принадлежащую радикальной оси окружностей Р и Р,; если 
изъ этой точки опусхимь перпендикуларъ на линио дентровъ 
окружпосте8 Ри Р,, то этоть перпендикуляръ составляеть ра- 
дикальную 065 данныхъ окружностей. 

145. Опредёлижь положеше радикальнаго центра трехъ 
окружностей. Означииь радусы’ этихъ окружиостей чрезь *,, 
”,. 7”,; разетояни центровь: цевтра дкружности г, оть центра 
овружности ”, — чрезъ Б,, цептра окружности. ”, оть центра 
окружности г, — трезь О,, центра окружности х; оть центра 
окружности 7, — чрезъ т,, углы оси ф-Рь и „Линн: центров: 
для. окружностеН г, и г,-—-чрезъ р» для опружпостей +, их,— 
чрезь у, для окружностей г, и т; — чрезь ч/,; наконедь 
степень начала координатъ отноеительно окружности г,;— чрезъ 
Р,@), для окружности г, — чрезъ Р,®), дз окружшости ®, — 
Р.®. Тогда уревнеше радикальной осу окружностей г; и т. 
можно напнеать ($ 148) такъ: 

Р®— р.) 


= 0. 
20, 


сова, + увнии, + 


Ураввеве радикальной оси окружностей э,’и ”.: 
р. р® 
2 03 +у и, -+-* р = 


=, 


, 
Урявиеше радикальной оси окружностей =, и =, : 
р-р 


дов, Руза = 55 


В 
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Зазетииь, что 
П,совзи, сов, --Озсовау, =0, — Пузшил Дези, НО нии, =0: 


ибо, означая чрезь (а, 5,) координаты центра окружности *, 
чрезъ (а»„6,) координаты центра окружности г,, чрезъ (а»5,) 
координаты центра окружности г, , имвенть: 


а,— в, == Ооо, 6—6 = Оззи, , 


9,— в: = 0,609, , $.— = Оз, 
и — а; = О,созщи, › $,— 6, = П.зйиу. , 
Отсюда иифомь такжо: 
07= Бе 2+ 20,0, 608 ) 


_ Оззи, = Фузнии, 


и, = 
Ти созу,-- О соя 


В» 


Опредфляя координаты точки пероофчены двухъ радикальныхь 
осей, находимъ: 


РОТ вину, + РОР,зини,-+- Оби 


 - 
РО, ятби-) 


Р.О соя, + РО, сова, + Р.О сова, 
20, Оз —4,) 


Знамеватель этихь выражошй очеридпо равилется учетверен- 
ной площади треугольника, вершилы котораго центры данныхъ 
окружпостей; поэтому радикальный центръ можетъ лежать въ 
безкопечности только въ тожъ случав, когда центры трехъ 
окружностей лежать на одной. прямой. 


146. Еслн представим, что къ двумь окружпостянь Р ==0 
в Р,— 0 проведена общая касательная, пересвкающая линию 
дентровъ въ точкв 0(2'/’), 10, такь какъ эта касательная периен- 
диляриа къ радтусамь, проведеннымь въ точки касани, даины 
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касательныхь, проведенныхь изъ О къ обфимъ окружностямъ, 
должны быть пропоршональны ражусамъ; отсюда получаем: 


з 
а’ 


Р.Р, 


дв Р’ есть выражеше, въ которое вибото перенвнныхь 


координать подставаены координаты точки С, хе. 2’ иу. 
42. 


Точка С лежитф на лиш центровз’, поэтому 
а—4а, 


— 16 
г м, 


я ча 


Вставлия эти величины въ Ри, ий означея чрезъ О, раз- 
стояще центровь, получим; 


‚ № о 
р Я -=, Р/= а = 
и отеода : 
280, 0,7 ль 
5 ее „диз 


Опредфлая отоюда А, находим: аи ‚ откуда заклочаеиь, 
что на ЛИШ пеитровъ существують ДВ Точки ИЗЪ которыхъ 
можно провести иъ объимь окружнослямъ обоя касательныя. 
„Абениссы этихъ точекъ суть: 


а", —аг ана 


* 


‚ , 
м” эн” 


ордипаты : 


По виду этих® выражел!й можент заключить, что эти двё 
точки гармопически сопряжены съ центрами О и 0’ окружно- 
стей РиР,, 

Разстоншя этихъ точекъ, которыя означимь чрезъ Си С", 
отъ центровъ О и 0’, получатся, замёчая, что 


06: 06 == 06 — 06 = 5,; 
О,» о 
откуда: 06 = ы , 06 = 2ь. 
"—, 


откуда: 06 = —— я 
у иг,” "г, 
Если изъ одной изъ этихъ точекъ, папримзръ изъ С, прове- 
демъь прямую, поресвкающую окружность О въ точкахь Мн т, 
а окружпость 0” въ точкахь Ми м’, то 


а, 
Р = рт = СМ. бь 
7” 
2-8 
"= р ивы СМ би. 
Г, 


А суныа СМ--Си равояется удвоонцому разотолию точки С 
оть середипы хорды Мт; поэтому, озпачая уголь свкужей съ 


лишно цеитровъ чрозь , получим: 


20 
СШ--Сль=З Об. сов = ОАЯ , 


"— 
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Точно также получииь : 


р 
СМ -+- Си’ 0°С. сова == 2718", 


7 


7 


Отсюда ноженъ опредвлить ОМ, Си, СМ’, Сг’; полагая, что 
СМ>0и, СМ’> 0’, находамъ: 


СМ = 2 рьевачи =; 


—^, 


Ст г |на И@— +, оззате В 
"—, 


|, сое — Бузитс| › 


т—м 


|, сов" — т уния] . 


т—, 

Отсюда: СМ: СМ = к:^, и и: Си’=и:т,; сафдовательно 
треугольникь СОМ подобенъ треугольнику С0’М и рамусы 
проведенныя въ точки М и М между ©0бою параллельны, а 
потому относительно точки С охружкости О и О’ фегуры подоб- 
ныя и подобво расположенныя. Тоже самое можио доказать и 
отпоситедьно точки С”; поэтому эти дв точки называютел цент- 
рами подоб/я двухъ окружностей, одниъ изъ нихъ дожапий вив 
точекь О и 0’ центронъ прямого подоб{я, другой, лежаший 
нежду О и 0’ центромъ обратнаго подоб{я. 

Но соли возьмем на сфкущей СМ несоотвзтственный точки— 
ва одной окружности точку т, а на другой точку М’, (назовемь 
тавя точки противо подожными. ап -Вомо!озиевло Шалю), 
то имвелъ : 


Ст: Си’= 


ги САР. бир 


перонножая эти равенства, находият : 


"Р, 


Ст. СМ’ = 
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Дая другой оъкущей похучинь тавже : 


би. ох = РР, 


я 


откуда: Св. СМ’ -= Сю. 0№; слбдовательно четыре точки 
М, в, № ‘лежать ца окружности, поэтому если проведемъ 
хорды пп и МЛ до пересвчешя нхъ ръ точк® 4, то точка 4 
дежить па радикальной оси. Отсюда получимъ предложеше 
хорда, соединяющая дв точки одной окружности, 
перес в кается съ хордою, соеднняющею протявополож- 
выя точки другой окружпости, на радикальной оси, По- 
этому двВ окружности можно разсматривать , как Фигуры 
омологическя для которыхъ центру омоломи веть ОДИН ИЗЪ 
центровъ подобя, а осью омологи служить радикальная ось 
обоихь окружностей 


$ 117. Пели предотавнюь общую касатедьную кь двумь 
овружностяиъ изъ одного изъ центровъ подобя, то радикальная 
ось, какъ лиШя ревныхъ касательныхь, дьлить отрёзокь общей 
касательюй, заключающ!ся между точками касаня, пополанъ- 
Проведемь хорды соприкосновешя въ объихь опружностихы 
каждая изъ этих хордъ есть поллра центра подоб\ относительно 
той окружности, въ которой она проведена. Эти хорды, будучи 
перпендикулярны къ лиш центровъ, параллельны радикальной 
осн, и разстолнщ ихъ оть радикальной оси суть проекци на 
линию центровъ половинъ отрёзка касательной, заклочающиагося 
ножду двуня окружностяии; поэтому эти разстоявя между собою 
равны. Отсюда получвомь теорему: радикальная ось двухь 
окружностей находится вт равных разотолн!яхъ 07% 
полиръ центра подоб!я относительно каждой окруж- 
вости. 


Вели изъ точкн М, дожащей па радикальной оси, проведемь 
касательных въ обфиму окружностямъ, то эти четыре касатель- 
пыя равиы между собою: поэтому. чезыре точки касашя: Т, Т, # 
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и лещать на окружности, а потому хорды ТЁ и ТР перес&- 
каются въ точий 4, лежащей ва 
радикальной оси. Но хорды Тёи ТР 
суть полары окружностей отно- 
снтельно точки М, взятой да ра- 
дикальной оси. Отсюда получаемъ 
предложено: поляры авухъ 
окружностей относительно 
произвольной точкн ради- 
кальной оси пересвкаются 
въ точк®, лежащей на ради- 
кальной оси, 


$ 148. Возьнемъ на плоскости три окружности: ихъ центры 
соотвётственло суть: 0’, 0”, 0”, ихъ ращуем: гу, п, 75 
координаты центрозъ: (а,, 6,), (4, 6,), (а,,65,). Пусть 
центръ прлмаго подобя окружностей 0’ и 0” опредфляетея 


о 


44, 


координатами (2, у}; Ментръ обратнаго подобия ч№хъ же окруж- 
ностей опредфляетен координатами (2’,, у’); центрь прямаго 
подоб}я окружностей 0’и 0””’ опредвляется координатави (я, у,), 
цонтръ обратцого подобя тьхъ же окружностей опредкляется 
координатами (2’,, 9’); цептрь принего подобя окрупиюстей 
0" и 0"” опредёзяется координатами (2,, 9,), целтрь обрат- 
наго подобя координатани (2’,, У’,}, тогда: 
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‚аа, 


рим, 


95 . 
ть Ст 


аъ био", 


3 ” 
т” ги, 
_ а, а.т, |, ф-т, 
= „= . 


° 
ть То 


бртд. орла 


я об” ети, 
т) 
=“. —г,) 
ВЫ: тит) 
ь пог) т, 
"— 
2—2, и—# —”,} 
хе, р} и=: т ‚ ГА А что пока- 


зываеть, что центры прямаго подобя окружностей (0’и 0"), 
(0’и 0”), (0” и 0’) ке тои 0, 0, и С, ложать ка 
одной прямой. Эта прямая пазызается осью подоб!я трехъ 
окружностей. 


Также находиыъь: 
ть +14) 

з 
эзбть--т) 


А 
1— 


‚тв й = 


то показываеть, что центры обратиаго подобя окружностей 
0’ и 0*’ и окружностей О’и 0” лежать па одной прямой съ 
центрожь прямого подобя окружностей 0” и 0”", т. е. тои 
(5, бъ»и 6, ежать на одной прямой. 

Такъ какъ точки С,, С’, гармонически сопражевы съ точками 
0” и 0’, то и пара прамыхь (С.С,, С:©’,) гармонически с0- 
пряжена оъ парою прямыхь (С,0”, 0,0"); но извёстно, что 
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тарноническая прямая сопряженная съ С,0’ орпоснтельно двухъ 
прамыхь С.С; и С,С', должна проходить чрезъ пересфчене 
д!агоналей четыреугольника С,С,С’.С’,, поэтому это пересфчеше 
лежить на пряной 0,0” и притоть получинъ: пара прямыхъ 
0'С, и 0’С’, гарнонически сопряжена съ парою пряныхъ 0'0“” 
и 0'0” и точки С,, С", гармонически сопряжены съ 0” и 0", 
Поэтому точка С’, какъ четвертая гармопическая точка къ 
точкамь 0” 0”” н С,, сопряженная съ С,, есть центръ обрат- 
наго подобш окружностей 0” п 0"”. Отсюда получижь, что 
центры обратнаго подобя окружностей 0’и 0” и окружностей 
0’ и 0”’ лежать на одной прамой съ цептромъ прямаго подобя 
окружностей О’й 0’”, и также: центры обратиаго подобя 
окружностей 0’, 0”’ и окружностей 0”, 0”” лежать на одной 
праной съ центромъ прямаго подобя окружностей 0’и 0”. 
Пряныя: С,С’,, С,С°’,» 0.С’, суть также осн подобия трехъ кру- 
говъ; олвдозательно три круга инфютъ четыре оси подоб1я. 
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ТХ. ЗАДАЧИ НА ОКРУЖНОСТЬ. 


149. Зддлча 1. По уравненлиъ трехъ оторонъ 
треугольника найти уравнеш!е окружности описанной 
около треугольника. 

Пусть уравяешя трехъ’ сторонъ треугольмика въ общенъ ви- 
дв суты 
ПЕ=Аз--Ву-+0=0, ЦЕЕА’ж-В’у-б’=0, Ч’ЕЕА” +В“ у” =0; 
означимь чрезь ©, 01, @, множителей, обращающихь первые 
части этихъ уравношй въ пориальный видъ, т. е, 

еб =, ОА,  -А,, 
1 1 о Я 
= е,= —_. 
ми’ “ры” “ударит 
Уравиеше искомой окружпости, какь зидвди въ $ 185, схёдующе: 
А, А ЗА. А) + А. А,зКА,А,) + А,Авш(А,А,)-=0, 


Иан: 
А.А вт (9) + АА) + АЛ) = 0, 
ИЛИ: 
А.А, оо: | АВ’—ВА’| + А,Азб, 0, | АВ"—ВА"] + А „Азоь| А’ ВА" | =0, 
или: 
ото | АВ’—ВА"| орел [АВ"-—ВА” | о" | АВ" В'А | = 
ИЯ: 
(А0.В’-ВО. А”) сео. в"”-во. АТА. в"Г’-В"о. А°0-А 


® 


ИЛИ 
АО, ВО, Ач в 


А, ВИ, АВ" |=0. (90) 
А”, в, Аа в 


() Прибавинио Т. О доторамецитах, 
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Когда уравнемя трехъ сторонъ треугольника даны въ нор- 
мальномъ видф, то уравнеше окружности описавной: 

А со, Азшф, 1 

А,с0зф,, Азат, 1 |= 0. (2) 

Асовф,, Ату,, 1 
Первую часть уравношя (1) вапишемь яъ законе вадё 
Ах = АВу + Аб, АВ + Ву + ВС, Ач В 
А’ + АВу + А’, АВ + Ву В’, Ав 
А“? А’В’УА”С", АВВ’ В”С", Аве 


На основаши изввстныхь теоремъ теор детериилаитовь (*) 
мы можемъ разложить это выражеше Ня сунну нЪоколькихь 


детерминантолъ. 

А именио: предыдущее выражеше равияетоя: 
А, ВО, АВ  |АВ, ВО, 44| | АС, В0, АВ 
АС’, В", 44 В" (3) 
Абв т-Ви 


Аз, В, А°+В8 |-+у| АВ’, В0, А-В | 
“а, ВИ", АЗ АВ”, "0, А’. 


Первый зленъ отото разложеша разлагается па олвдующи три: 
4% АВ, АВ А, 3 ЮВ 4, ВС, А+ в 
а |ГА, АВ АВ" |+] А”, В; д В |] А, ВС, АЗ В 
дя, Ави, Авив а т 
Коеффящелть при хуравцяется пулю, потому чтоонь разлагается 
на два детериинаита, изъ которыхъ въ каждомъ элементы двухъ 
стоябцовь одинаковы; разлагая также хоехсищенпты при 2 и т, 
получим зифсто трехъ предъидущихь членовъ следующие два: 

А, АВ, В А*, ВС, В* 

2 А”, А’В’, В*|-+ 2] А”, В’С’, В" 

А"®, АВ", Ви А", В", В" 


©) Приб. 1. 65 би 7. Ураинеши: (6), (14), (45). 
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Точно также второй членъ выраженя {8} замвнится двумя: 
А*, АВ, В АВ, ВС, А+ В* 
У А”, АЗ, В* |+у А’В, ВС, АВ 
А’, А’В”, В” ПА’В”, ВС”, ААВ" 
Трей член выражешя (3) разложится на три члела: 
Аб, АВ, АЗ в 46, в. А АС, ВС, 43+ В 
| Аб’, АВ’, АТВ у А, В°, | А’, В’, А-В 
А"С", АВ", А-В” А", В", А ПАС”, С", А.В 
Отсюда уравнеше исконой окружности можно написать тахь 
4% АВ, В А во, в Аб, АВ, 4 В? 
(+). А", АЗ’, | А", ВС’, В? |4+-| АС’, А'В, АВ 
А, АИ”, В ЧА“, В”С”, В”*| |А7С”, АВ". А’ В"% 
4% Аб, В АВ, ВС, 44. В | Аб, ВС, А В 
4", А’С', В |+ | АВ’, В’С", ААВ" -- | 4'С, ВС, А В" | ==0, 
А”, АС", В” [АВ В"О”, АЗ АС", ВС”, А-В" 
150. Злчлдл П. По уравнен!яиз трехь сторонъ 
треугольника внисаннаго въ окружность найти ура- 


внен!я касательныхъь къ окружности, проходящих 
чрез вершины треугольника. 


Если морнальтыя уравнения зрехъ сторонв треугольника суть: 
А, =0, А, =0, А, =0, то уравнеше окружности описанной 
около треугольника можно написать въ такомъ ВиДЪ : 

ААА А, )-+ АКА ЗЫСА А) +А вт (А А, )) 0 
Усли возьнемъ уравиен : 
Азш(А. Ао) -+ Авт( А.А) =0, [3 
10 это уравнеше представлять прямую, проходящую чрезъ 
точку пересвчешя прямыхь: А’=0 и А,=0. Вообще пря- 
мая. пересвкаеть окружность въ двухъ точкахь, координаты 
которыхь должны ‘удовлетворлть уразценно (1) и уравиеню : 
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А.А, =0; и эти уравнекйя должны быть достаточны для опре- 
двленн объихь точекъ пересвчешя. Но снстемо уравненй (1) 
и А.А, = 0 вполнв зашёняетел системою: А, = би А, = 0, 
которая даетъ только одиу точку, савдовательно уравнеше (Г) 
представляетъ касательную къ окружности, проходяшуо чрезъ 
вершину (А, А,}. Тозпо также докажешь, что уравнеше касатель- 
ной, проходящей чрезь вершину (А,, А): 


АВА А.) + Азвш(А А, = 0; 2) 
Урявнеше касательной, проходящей чрезъ вершину (А,А,) 
АВИА,» А.) еи(АН А) = 0 (8) 


Чтобы привести эти уравнены къ нормальному виду, замв- 
чаемъ, что въ ураваеши (1) ковфевнщенть при © 


совки (А, А) + созфз (А, А), 
а коеефищенть у-ка: эпвИКА,, А) Евр, вИКА,А,). 
Сумиа квадратовъ этихъ коеффищептовь : 
зи"(А,А)--в1и(А, А.) + 25Ш(А, А). зш(А, А, )соз(ф, — о), нап 
вн А,А кз (А. А,)-+Язт(А, Ао). ви (А, А, . сов(А,А); 
во (А.А) = АА), А), 
поэтому  со8(А.А,)==с0в(А,А,)со5(А,А,)—зИКА АША, А,} , 
и предыдущее зыражеше равнлегся : 
ВНРСАЗА ) +8 (А.А, ) +29 (А.А,)-вт(А, А.) оз А.А, )соз(А, А.) 
— (А.А вы, А,) , 
. что по сокращени приводихся кь слвдующену выражено: 
в А.А А,А,) == ЭТА, А,). 

Итакъ нормальное уравнене касательюой, проходящей чрезь 

зершину (АзА,), слвдующее; 


`а(АА) эш(А,А,) 
ебли" А" зыдр = 
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вориальное уравяеше касательной, проходящей чрезъ вершину; 
(А.А. : 
ЗИ(А,А,) 
*знбА.А,) 
пормельное уравневе касательной, проходящей чрезъ вершину 
(А, : 


оЗВСАА _ 


(А.А) > 9; 


5) 


‚ СА, Аз) Эт(А,А,) 
* НтбСА, А.) ^^ (А.А) = 
Очевидно, что уравпешя этихъ касательныхь можно написать 
въ вндё дотериинанта; есжн въ уравиени отружности $ 149 
(1) выёсто элемента А”? В”? ‘поставинъ нуль, получинъ 
уравнеше касательтой, проходищей чрезъ вершиву (А, А,), зъ 
такомъ видь: 


0. (6) 


АП, ВО, А+ В 

А”, В’, АВ” -0, пли: 
АО”, ВЦ”, 0 

Уравнеше касательной, проходяци 
А0, ВО, 0 

Алу, В", АР +В" 0, пли: 
А”, В", А "+В" 


АП, ВИ, А+ в 

АУ, В", А-В" -=0, 

А", В", 0 

ей чрезъ вершину (А,А,): 
А, в. 0 

А’, В, АЗ + В*==0, 

А”, ВО, А-В 


Уравнене касательной, проходящей чрезъ вершину (А,А.): 


АЦ, ВО, А-В 
А ви, 0 
А”. В” АВ" 


=0, пли: 


АИ, ВО, А+ в 
А, в 0 
АВ, Ав 


250, 


Въ ятихъ уразиешихь предполагается что Д==0, 0’—=0, 1)" ==0 
суть уравнешя трежь сторошь треугольника въ общен® вид. 


451. Задача Ш По уравнев!яяъ трехъ еторонь 
треугольника найти уравнен!е окружности касатель- 
ной къ этимъ тремъ сторонамт. 

Аилаит. Тиокит. 


14 
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Пусть: А, =0, А. =0, А,-—0О уравпешя въ нормальномъ 
видв трехъ хордь, соодиняющихь точки касаны; оти хорды 
суть стороны треугольника вписаннаго въ окружность, поэтому 
уравиеше искомой окружности : 


АА, ЗВ (Ав АА, А,ВКА, А.) -- А Аз-Зи(А,, А,)==0. (1) 


Пусть: А’,=0, А’,=0, А’. =0 суть уравнешя въ нормаль- 
нылъ вид трехъ сторойъ даннаго треугольника, а именно: 
А’,==0 есть уравнеше стороны, проходящей чрезь точку (А.А, ), 
А‘, =0--уравпеше стороны, проходящей чрезъ точку (А,А,), 
А’ =0—уравнеше стороны, проходящей чрезъ точку (А.А,). 
Изъ предыдущей задачи слвдуеть, что 


э1(А,А,} эЭШ(А,А,) 
А А А’ 
о виАь А ^^ СА, “> 
А (А, А) А ‚неСА.А.) _ А, (2) 


ИАА маАА) — 
СА, Аз) эщ(АА,) 
"тт КАо таз = 
эт(А,А,) зш(А,А,) 
Изъ этихь трехь уравцон!й находинь: 


А = А’ (А.А) -- А’, (А, А.) — А’ ие(А. А,) 


А". 


За (А,А,) ятСА А) у 
А’ зи, А.) + ААА) — Аз, А) 
Эвт(А.А,) . з (АА, 2 


АВИА, А) + АРА А,) — АА А, 
ЗА. А, . (АА) у 


А 


я 


Зотавляя эти величины в» уравнеше (1)`получинь уравпеше 
окружности, выражениое по уравнешлиъ трехъ праныхь каса- 
тельныхь въ окружиости: 

А, виИ(А, А) АНА, А )-- АИИС, А, 
—ЗА А ви" (А,А,) ви (А,А,) — 2А', А уие(А А) ВИКА А, (3) 
— ЗА А’ ви А, А.) зие(СА А) =0 
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Остается опредфлить Углы: (АА, (А.А), (А,5,) по угаать, 
составалемымь прямыми А’, А’, А’.. Означая углы, состав- 
азеные пряными А’, А’, А’, 6ъ 06ыю 2-въ, соотвфтетвенно 


чрезь 9’, 9’, 9’, изь уравнешй (2) имъемъ: 


089’ .== 608 А: А) 
А" АА.) 
п : зт(А,А, 
эту’, = Зи. д В 
0774. 

, (А.А). и (А,А.) 
С Ао ЗИСА,А. 
., м зт(А,А,) м з (А.А) 
Эф’, == #1 ВС. 9+ 5 ГИ В 

, з1(А,А,) зт(А,А,) 
соз’,== 6099. эта, < -- с08, - ыА,А 

АА, р за (АоА,) 


Е А.Л.) "Вик, А,) " 


Изь этнхъ уравненй находии»: 
сор сц А.А) СА, А, ) вне(Аз А.) эш(А,А,) в(А, А.) 
ИАА) ‘ААА ЗА) 


эаСА., Ао} а а 
= зола О сы (А А-вИРСА А 5 (4,5). 


Но (А.А, )=(А, а А,), я вт (А.А, == (А А, )соз(А,8,) 
+ оов(А,А,}. (А. А,) ; отоюда: 
вии, )==а5АА,А, | .с05(А,А, сов АА, эитСАА.)- в А.А], или 
81(9',— 9’) =. 8.80(А, А.) .сов(АьА,) == за (А,А,), пам 
(А. А’) = (А, А.) ; 


отсюда: (А.А) = вы й точно также: 
А’, А’ А’, А’,) . 
до -АЫ, дей. 
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Ветавляя эти величины въ уравнеше (3), получимь уравнене 
окружности касательной къ тремъ даплымъ прамынъ въ слёдую- 
щемь зидв: 


Е = В-А’,?, эт 


Ат 2 = 9+А’,. вые = 1 


. В 9 вн 
—2А’, А’. зи — 5 ‚30 ?—ВА ‚Ави — 4) 


ЗА’ АВ ее вы и =0. 


Предыдущее уравневе можно написать такъ: 

Ид вы о Ф-9" т, из 
эт 5 ы Мл 5 ° МУ, “ 1 =0 (5) 
Преобразуень первый членъ этого уравнова, остальные члены 


получатоя из перваго чрезъ круговую замфиу значковь: 0, 1, 2; 
этотЪ чдень ножно написать такъ: 


29 
Уи ыни, — эту’, Ш’). (6) 


Если уравиены трехъ сторон, составляющихь данный тре- 
угольникт, въ общень видв слёдующия: 


ЕАж-Ву-+С-=0, ФЕБА‘а-В’у+0’==0, (”ЕНА анВ "ус" =0 
я е0—А', от-5А',, о” А"; то о, Азаеонф” „Вей; 
СыА’асовр,, ФВ, ; ©,А”=08ф, ‚6 
выражег!е (6) напишемъ такъ: 


об АВВ 7 
УТ (-ыа АВВ) )- У“ Ав") 


= У истек — д] 


(А-В А" В)’ В АВ") 
2 

гдв # сокращенный зпавъ выфото //—1, предыдущее выраже- 

ив напишемь такъ; 


р 


эт, и 


Заиьчаль что: ААВ В = 
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м- Е Идезот-вя) -ИА-ВО В | и вай: 


У _ ты ИТ. ‘Газа -иасвв 


Подобное этому выражеше получимь для втораго и третьяго 
зленовъ уравнены (5), чоэтону уравыен!е искомой окружности, 
касизельной къ тремъ прямывь, принимаетгь видъ: 


ИГ ИАА” — НАТА" 
— ИХ ИАА) — ИВО -ВВ| 
— ИИА’ — А-В -В | = 0, 
Это уравнее очевидно можно написать такъ; 
Ио, иг, иг 
ГАЗЫ, МАВЯ, ИА"ВЯ |=0. ©) 
' РАВ, ИА-ВЯ, ИА’ 


152. ЗАДАЧА ПУ. На плоскости даны тря круга 
0’, 0”, 0” (чер. $ 148), найти уравнешя осей подоб1я 
этихъ трехъ круговъ. 


Пусть координеты центровъ данныхь круговъ суть: 0’ (а, В,), 
0” (а, В}, 0”’ (а, 6,). Координаты центровъ подоб суть 
аа, би, 

м о 


с 


а, фь-ы, б 
3] Г, чи, . 


бе биз и виза В, 
р са чиичиие 
"+г, не”, | .—”, "—, 
с аа ль и с Пти, В бь 
: н з 2 з три ыы ” 
тать ты и, 


Отеюда уравнешя: оси подойя С,С,, какъ прямой, прохода- 
зтей чрезъ дв данныя точки ` 


@) Вь мови вид уравнышо оклумиости касйтодьной къ трокь праныиь ‘дано въ 
порвый равъ анейЦежинь. гоометромь Жели (Соуу) 
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У. | (а, — би.) (уго — (ыгг- ао @%— ту) | 
— Хы ет) — би Вт) в," 
— бела) — бегу | = 0. 
Это ураввене можно написать такъ: 
| Ха, У, № 
Ха, УВ, м |=0. 
Х—а., У—5., "5 


Легко видёть, что уравнеше оси подоб!я С’,С’, отличается отъ 
предыдущаго только знаконъ при, а потону уравнеше 07,0’, : 
Хи, Ув, 
Ха, (У, м |= 0. 
Х—а,, У, №. 
Уравиеше оси подобш С.С’, : 

Х—в, У, г 
Х—а, У, ов |=0. 
Х—,, У—,, —* 
Уравнеше оси подобя С’,С, : 

Х—а, У—., г: 
Ха, У, м, |=0. 
Х—,, 1, №, 

453. Злдлчл У. Найти окружность, пересвкаю- 
щую три дапныя окружности подъ однинь и тёнъ же 
углом у. 

Окружности пересёкаются подъ углонъ 7, когда кабательныя 
къ объимъ окружностлиь, проведевиыя въ точкв пересёченя, 
составяяють уголь у. Возьмень спорва одну изъ даииыхь 
окружностей, фащусъ которой г, и пусть радусь искомой 
окружности В, а разотоле цеитра искомой окружности `отъ 
цептра дашной окружности означииь чрезъ д,. ели координаты 
целтра данной окружхости: @, и, ‘а координаты центра иско- 


ной окружности @ в 6, то 
др == (а—в)4 (6—6,».,........ (® 
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Мо сверх того 
0.7 = ги В+ Вт, с09у ......... (2) 
Изъ уравненй (1) и (2) получинь: 
(@-в, + (6—65,)* = 74. В+ Вл,сову....(8) 

Если коордаиаты пентровъ двухъ друтихъ данных» окружно- 
стей озпачимь чрезь а), 5; а,, 6Б,; а ихъ рамусы чрезь 
т и ту и если положниъ, что окружность 0 пересвкаеть эти 
АВ окружности также подъ угломъ у, то получииъ еще бль- 
дующи два уравнешя: 

{аа} + (6—0, == и В+ ЭВу,сову , (4) 
(аа (5—5. = #4 34 ЭВезеову . (5) 

Трехь уравненй (3), (4) и (5) достаточно дая опредвлешя 
искомой окружности, потоку что эти тры’ уравненя содержать 
только три нензввотныя: а, 6, В. 


Занёчая, что выражешя: 


Е 2 Е Е] 8 2 
а те, а ВА а т 


суть отепенн памела коорлинать относительно дапныхь окруж- 
иостей, означимъ ихъ соотвётотвенно чрезъ; Р,®), Р.©), Р.©, 
и напишень уравнеша: (3), (4) и (5) такъ : 
2 —Заа, 2 р. = В 4-28 .со8у , 
И (6) 
2 Зал, Ро В 4-2Ве,сову . 
Вычитая второе изф этих уравиенй изь перваго и первое 
из третьяго, получииь слбдуюцщия два уравнения: 


РР 
ааа) +1) = В(м, г.) , 


ро-РО 


аа.) 5 =. В", —",)созу , 


Употребляя обозначены. параграеи 145-го, эти’ уравношя 
можно напысать въ такомъ она: 
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Р-Р Ве а) 


асов + Они - 50. т. 087, 
Р.®—Р,® В (м, г,} 
асов, оаИму, + 5.— = о. 


Разснатривая акб. какъ пореибнный координаты, видимъ, 
3970 эти уравнешя представляют дВЬ прямыя параллельныя ра- 
двкальнымт, осямъ окружностей г, и м. и окружиостей +; ит, , 
а первыя части ‘ихъ предотавляють разстоянм центра (а,5) отъ 
упомянутых в. раднкальныххъ осей. Овначая разотоян!е центра 
(а, 5) отъ радикальной оси окружностей г, и г, чрезъ Н,; а 
разстояще центра (а, 8) оть радикальной оси окружностей 
т. и”. чрезь В,, имъемы 

В(“,—*,) 
т 
Н, = —Ъ, 057 › 


р 
Отсюда : Н;: В, = 


Этого отношев!я достаточно, чтобы показать, что если соеди- 
нимь пентрь искоиой окружности съ радикальным» центром 
трехъ данных окружностей, полученная прямая будеть пер- 
пендекузярна къ одиой изъ осей подобя, Действительно урав- 
нев е этой прямой: 

Р, ©-р,®) 1 и © ® 


: Р 
ПО | п. асов, -гувниу, + -^— 


Таигенсь угла составдяемаго этой прямой съ оемо 2-въ: 


И: . 
оо ПО бад еда) 


бы -+е--,) › 


зи, — ИА, 
а татенсь угла, составляемаго осью подоМя 0,0, ст тою же 
осью ($158) равняется 
то-то) но -Ь,) 
(летот ат) бутоега-т)еисв) 
Произведене атихъ тангенсовь равно — 1; олвдовательно 
прямая соединяющая цеитръ (а, 5) съ радикальным центроиъ 
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трехъ окрулпостой перпендикузирна къ оси лодобя С,С,, Такъ 
какъ тря окружности имоть четыре осн подобя, то опуская 
на каждую изъ этихъ осей перпендакулары изъ радикальнаго 
цевтра, получимь четыре прямыя; на каждой изъ этихь праныхь 
находится одичъ или насколько цептровъ окружностей, НМ Во- 
щихь требуемое свойство. Примень одну изъ этихъ пряных, 
наприиёрь пряжую перпендикулярную къ осн нодобя 0,0,, за 
ось 2-въ, а радикальный нентръ за начало координать; тогда 
инвемь 5-0, Р, 2 = Р.О = Р,@) и для опредьзешя положешя 
центра н рамуса окружности, имфющей центрь на принагой 
оси я-въ, достаточно взять два изъ уравненй (6): 

@— Зав, +, -—В2 4 ЗВрьсозу 

2 — Зав, Р.В Ву сову | 9 
Изъ этихъ двухь уравненй находииъ во 1-хъ: 

в(а.—в,) = Ве; —®)сову у; 
а(а,— а, 
(и;—т,)сову 
Вотаваяя эту величниу В въ иврвое изъ уравпенй (7) получнигь: 
2. | (а товоу| + За(,— пу) вв) | 6097 

— Ре пвову — 0, 

Итакь дая опредблошя положешя целтра па перпепдевулярь, 
опущенномъ изъ радвкальнаго цевтра на одиу изь осей подо- 
бт, инфемь квадратное уравиеше, что показываеть, что па 
кандомъ изъ пернендикулярозъ, опущенныхъ изъ радикальнаго 
цоптра на оси подобия, существуеть два цептра искозыхт 
окружностей, Так какь осей подоб1я вообще четыре, въ част- 
ном случа можеть быть и мМвуве, то отелода видви», 40 в0- 
обще искомыхь окружностей можеть быть восемь: Предыдущену 
уравиеню, служащему къ опредвленио позожещя двухъ цеи- 
тровъ, можно дать сафдующий видъ: 

а О 
("№0 у ° 
Выражеще: т ро $ 148 равняется 2,, т. ©. абоциссв 


т» 
центра ирямаго подобйя окружностей радтусовь 7» и“, ›, потно- 


откуда: = 


2 
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- иво 
2—5 45 
—- Независимо отъ знака равняется по $ 145 — м 


тдЁ 0, равотояе центровъ окружностей радгусовь и, и ®; › а 
1р, уголь лиши центровъ и оси 2-въ. Боли означить чрезъ { 
разстоян!е цеитра (, 8,) оть центри иодобя окружностей ра- 
Лусовъ #, и г,, аегио видвть, что: 


, 


=. г. 
а ® 
Произведен!е {е05%, очевидно равно перпендикуляру, опущен- 


ному изъ центра (@,6,) на ось подобы С,0,; этотъ периенди- 


кулярь означимь чрезь рн уранненю Для опродвленя [2 прин 
метъ такой видъ: 
> 
2 Р р 53а — р. = 0, (<) 
оу 


Для рёшеня общей задачи должно рёщить это квадратное 
уравнене и постройть его корни; во въ частнонъ случав, когда 
искомая окружность должна пересвкать три данный окружности 
подъ утлонъ равнымь пулю, нначо когда искомая окружность 
касается трехъ данныхь . построеше ЭТИХ корней весьма легко. 
Въ этомь случав когда извфотия прямая, на которой должаы 
лежать два центра двухъ искомыхь окружностей, аегко найти 
самые центры простынь геометрическииъ построешенъ, Очевидно, 
что разность разстольй каждаго изъ этахъ центровь отъ цене 
тровъ двухъ окружностей “ ни г, должна равияться разности 
радусовъ г, ит,. Поэтому если около центра ббльшей изъ 
этихъ “окружпостей опишень окружность радусомь рапнынъ 
разности радусовъ; изъ центра другой дашчой окружности про- 
зедемъ къ окружности радусъ которой *,—^,, дв ‘касательныя 
в раздвливь эта касательныя пополанъ, къ каждой низ пихЪь в0з- 
ставить изъ срединъихъ перлеядикуляры, то центры некомыхь 
окружностей должнылежать: одишь па одпомь изт, перпендику- 
лировъ, а другой па другомъ. Отеюда видить, что центры иско- 
мыхь окружлюстей получатся въ нереевчеши этихъ пернендику- 
ляровъ съ той прямою, на которой должны ложать оба центра; 
одно изъ этихъпересвченй очевидно веегда возможно, 


НРИБАВАЕНГЯ. 


О ДЕТЕРМИНАИТАХЬ (по Гессе). 


1. Теорзя дстермпиантовъ оказываеть существенную помощь 
въ преобразоваши уравиелИ, получаелыхь при ршеши задачь 
аналитической геометрия ‚ Поэтому мы изаОЖимЪ ЗАВСЬ глав- 
пф@лиуя теоремы взъ этой теор. 

Буквы: 40, @,, @,.....@,, чиезо когорыхь 2+1, булемь 
называть элементами, и, взииии изъ инхъ по два, составить 
разности тикЪ, чтобы буква съ высинить значкомъ (нодексолъ) 
предшествовала буквь съ низшныь значком, Вевхъ такихъ 
разпостей изъ #-+1 элементовь ножио составить ео, Про- 
изводене этихъ разностей озиачим чрез Г. 


р (ив (а, —а,)..- (ав) 
(а;-—а,)..., ба-@) 


Если в этом произведеши поремфетимь два зломента, то 
ото перемулггь свой зпакъ, пе мёняя величины; двйствизельно 
предыдущее ироизведетю можно наинсать такь; 


(&-—аткар—вк)гцах—айтКаг—а@у) 


полагая А>Ё и припимая, что и Я’  озпачають вс чиста: 
0, 1, 2....п за некаюченень чивель К и 1, и чтб ТКаи-й) 


предетаваяеть пронзводене разностей: ‘акр ..... Нроизводя 
1 


з 


сказанное перемвшеше, мы измвияент знакъ перваго иножитс» 
ля, второй нножитель переходнтъ въ гретй, а трет во второй, 
послед иножитель оетается безъ перезвны. Очевидно такте, 
что есз два элемента @, п а; равны. то произведеше Р обра- 
щаетея въ нуль. Отсюда получаемъ слЪдуюнил дев теоремы. 

1) Произведене Р при взанипой перем$ив одного 
элемента на другой мФияетъ свой зпаиъ, не перемв- 
ния своей величины. 

2) Произведете Р обращается въ нуль, когда одипь 
изъ элементов замбилиъ другим. 


$. Развертызая пронзведеше Г, получаемь члены слёдующаго 
вида: 


лит се чи 
Е В 


Нроизведене Р однородная хуншия элементов: 2 в». 
т. е. всф члены разложешя Р одной м той же степени ее 


поэтому 


+... Рак... 9, 


Ни осповани теорены Г} заключаемт,, что равложеше Р 
должно содержать слБлующЙ членъ: 


И 


— вай... уч... а“, 


который отличаегся оть общаго члена знакомф п твмт, что 
степени элементовъ а, п а; персмБщены; ибо только при такою 
положении оть взаняной перемты одиого элемента на другой 
произведеше Р обращается въ — @. Отеюда слбдусть также, 
что степени 2 и < должны быть различны, въ протинцожь 
случа® члезы, написаные вами, взанино уничтожилиеь бы; саф- 
ловательно вов показатели 4, @.....@, суть числа разаиутыя 
и такъ какь сумма ихь равиа ео, п число их #1, то 
эти показатели суть числа: 0, 1, 2,.....1, паятый нъ какояъ- 
аибо порядив. Отсюда получаем» правило для папиеаши войхь 
членов раздожеши Г, когдя изввстеиь одпиф изу, этихь чле- 
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НОВ. Первый членъ разложешя р положительный и ныпетъ 
саъдуюний виды: 


онъ подучается чрезъ поремпожеше возхъ первыхь чаеновъ 
разностей произведешя Р. Порелфияя одинъ элемениь па другой 
и взаимпо, паи, что все равпо, перелёияя индексь одного -зле- 
меига па индекс другаго и взанино, получаемь другой член 
отрицательный, изъ этого члона взаимною перенфною двухъ 
элемонтовъ или изанмною перемьлою двухъ индексовъ получим 
трей члень положительный, и т. д„.. Итакъ вов чаены р2зло- 
женя Р получаются чрозъ перемьщеше элементовъ въ общемъ 
членв пли чрезь порежмцене индексовъ, безъ перелёны порядка 
показателей. .Зпаки получаеныхъ по этому способу членоть, 
чцоло которых равно числу перетьщешй изь и-+-1 бушвъ, 
еяфдователью равно 1.2.....(и + Г), опредважотея чрезъ 
вравпене пхъ съ первым чаепонъ по глвлующену правилу: 
если разсматриваслый злень произолеаь оть перваго послв 
четиаго чиела перемфщен иидексомь, то знак ‘мона +, 
есаи же разсматриваеный члень произашелъ оть перваго. члена 
носль почетнаго числа пере щен! , то знавъ члена —. 


Призер: возьмемь три элемента: в» @р 


Р 


(ава, —п(и,—в,); 


первый члень Р равилется: а^а,'а,“ произведомь пЪ этом 
совдиисши вов перомвщеги нидексовъ по слвдующену порядку: 
оставаяя первый  индекоь ма своем мфств, перенбетимь 
остальные, получим тленя — @’@',а,5 въ этомъ соедипеши 
персявсгикь крайше подексы, получимъ мепь: ааа”; 
оставляй пидексь 1 на своемф нбеть, порембетимь остальные, 
получиюь чиеру: — а,°4,'а,9; въ этоюъ соединен перешветиит 
крайне нидекоы, получи члошь: аа, 'а."; оставляя иилекоъ 2 
ни своень иБоть перенфютимь остальные, получинь члонъ: 
-- абагах. Мы произвели во лереммиешя пндексоть и 
потом 


и аа па 
Р=о а ара, ‘а’ -- ва, а, 


@% в." + а, 
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Замвтлиъ, - что ‹можно: произвести вов члены разложеня изъ 
перваго чрез поренщеше показателей, оставляя ‚ивденсы, на 
своемь мвотв, при зэтомъ. правило. для  опредвленя знаков 
вередъ члепаин остается тоже. 

3. Если въ разаожени ФР показатели й-+{ одемептовь: 
и, 9. й:3...,йи, будеть принвиать также за лидёнеы, отли? 
чаюсые одилъь элементь’ оть другаго, называя ‘ихъ верхними 
индексами, то чпело олементовъ. обнйЙ вндъ которыхь ал и° 
которые изнйнаются 6% перешфною- й и-А, ‘равняется (и--1)*; а 
самов -раззожене ‘называется ‘детернииаитонъ:(#-+1)* эдез 
ментовъ. 

Докажелеь, чт, когда показатели степеней принаты за верхше 
индексы, Число эдемонтовь равио (#--1)®; 


Элененты съ перхнимь нодексомт 0. суть: 
аа’ в, 
9, 01°, а... 


элементы съ перхнииъ индексожь 4 суть: 


а 


такъ что весь вавменты могутъ омть написаны въ слёлующей 


табличк 


аа"... . 

Число: горизонтальныхь строкъ въ ‘этой. табличев я--1, число. 

вертикальных хлоябцевт, также 2-1; отекда ИДИлгь, что число 

эаементовъ равно (и +- 1)*. ‘Предыдущая. табанчка` служить “вн- 

ств съ тьтъ н для обозначены самаго детерниианта ; озпачая 
зеличину детериноанта презь-А, имфемь: 


иен 
нь. 
А = (и) 
= В 
бт а. 


Такъ катъ дотернинаить есть алгебрическал сумма членонъ, 
которые всБ нолучаются изъ перваго: 2п,'4,*....а,” чрезь по- 
резьщене зерхиихь амп нижичхь пидекеовъ, то детеринианть 
обозначается также такъ: 


„”. (2) 


Д. Вов члены детеришианта получаются изъ порваго положи 
чольтаго чрезъ перехёщене илн ворхвихъ най пажшихь пи- 
докеовъ, и пригомт первый члень ие измфичется оть перемфны 
верхняго нидекси ‘каждаго элемента иа его’ цилайЙ; поэтому н 
детериицанть ие. изифияется, сели порембиниъ верхшй индексь 
каждаго элемента на его нижиИЙ ; откуда получииъ : 


Разслатривая это равенство, вызодпиъ, что, сдфаавЪ въ де- 
термиивитв горизонтальный строки вертикальизии столбиапи, мы 
не пзивииюь величтиты детермипаита. 


5. Такь кась закопь составлены дотермипанта А тоть же, 
какь и закопь составлошя иронзведошя ГР, а изаниной переио® 
одного зломелта па другой въ произведеныг Р отвфчаоть въ де- 
тернниаитв А взапииаи ‘порошьиа верхияго пап ножннго видекса, 
а замуив въ произведеши Р одного засмента другимь отвчаеть 
вь детериннаитв А перенбил одного верхняго пай нижииго 
нидексв па другой, то относмнельно детермонанта `получинь 
олдующи теоремы: 
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Если въ детерминантв пронзведенъ взаимную пере- 


мвну двухъ верхнахъ или двухь Энжнихъ Нидексовъ, 
то детерминаить перенбнынтъ свой зиакъ. 


Если пъ дотеринантв одныъ перхн или одинъ 
инжи! пндекоъ заявиияъ другимъ, то детериинантъь 
обращается въ нуль. 


Эти теоремы можно запиодть такт: 


° 
а. 2... .а 


о де ` ° ° 
Я’, бк, а, а 


ПРИ 
ба, 


бат. бк. ай 


Предыдущия теоремы, будучн записаны въ таком выдб, мо- 
гуть выражаться такъ : 

сан въ детернинаптв элементы одного вертнкаль- 
наго столбца занфнииъ элементами другаго и взаим- 
но, то детерминантъ перемвнитъ свой знакъ, 
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Если элементы одного зертикальнаго столбца рав- 
вы элементамъ другаго вертикальнаго столбца, то 
дстерхиналтъ равияетсл нулю. 


Такъ какъ отЪ перемвиы пертицальпыхь стоябцевь пи гори- 
зонтальныя строки детериинанть пе измвияетея , то изъ преды- 
лущихь теоремь получаютел еще саБдующия : 


Если въ. детериниаитв элементы одной горизон- 
тальной строки замбиниъ эломентани другой и вза- 
иино, то детермииантъ ивилетъ свой знакъ. 


Если элементы одной горизонтальной строки рав- 
ны элемоптамъ другой горизонтальной строки, то 
детернинанть равизется пулю. 


6. Дотериииаиту Л. ложно дать другой вндъ. Общ члепь 
суниы, составляющей детерминантъ, 


щ 
Е 


содержить множителенъ элементь а; цо такъ какь ©; есть 
одоо изъ чисел: 0, 1, 2,....%; то очевидно, что детермипанть 
вожио парисать въ, вндв слёдующей суммы: 


А = АА а +... А", {6) 


тдв Ак, Ар. ---.Ав пе содержать здементовь съ нижнимь 
ивдексоль й: а’, @',..., .@“, потому что кеждый изъ этихь 
элементовъ входить въ детормицанть только въ иервой стенепи. 

Точно также каждый члетъ дотермипаита содержить миожи- 
тель а; съ пижипмь индексомъ равиымъ одному изъ чисел: 
9, 1, 2,....й; позтому деториннанть можно написать и въ 
такомь инд: 

А = Ала Ай. .... Аа, (7) 

гдв коофищенгы АА Ань, Ак це содержать эзенеитовь 
а^, а... „ай. Отсюда слвдуеть, что ковегищенть А; по 
содоржить одемеитовь: 44“. @'......@ы" й элементопъ : 
„аа^. 


ал, в... 
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Основываясь па второй теорем $ 5, нивелъь : 
Лраз-+Акаи+..... Абай = 0, (8) 


Ай 0, (9) 


АНА... А, 


Коеыниент® Ад пожно разоматривать как, частную производ- 
ную оть дехерминантя”ио тому элемепту, которому онъ слу- 
Жить кообищентомь. Действитолыю, дифферепцируя (6) или 
(7), получим: 


ЧА А 
пая Ай. (0) 
Чар 
Но тёжо ноезеищенты: Л;”, А"... и А, Ай... можно 
разолатривать вакъ дегормнпаиты изъ #* эденентовь. Дайотви- 
тельно, чтобы въ дотерминаитв А получить чаецы, нуБюние 
иножителень в,°, должно въ перзомь положнтельномь член: 


= 


#1, ‚а, 


оставляя элементь а,’ безъ персмвиы, произвеелт вов возножг- 
цый перенфщеншя пожинхь нидоксовь: 1, 2,.....п;` поэтому 
сумма членовь, пуБющихь а,” множитолень равилется 


Хх = аа, 


Съ другой стороны детерлянаить А рявияется 


УИ 1 рн 
Аа -тАаик....- Ата. 


Подвгая въ этом выражении @’= ай ..... = 0, мы 
позучинь только чаены, содержа @’ множатодомь, т. 0. 
Ана", откуда: 


Ам = М аа, 11... а” [6] 


Точно также, паходя члены детеришнанта, иньющто ©,” мло- 
интелень, нолучиты 
=— 


а (2) 


А” = Хара, 


3 


7. Есан вь тожествениое уравнеш 


д В 
а", @".... 


сай | == Аа Ай” ..... Ара, 


я пя 
ав"... .@” 
вывото зленента а,” подставить а,“ р, то получпиы: 


аз 


о 
из, , 


та: 
Ча! .....@, 


(3) 


в пн » 
ав"... „ар 


Если въ тожественпомь уравиели 


—= Ара Ара... Аа” 


омвото олементовъ, инвющихь пажн нидекоь Х, вотавизгь 
тие элемешть, умиожениые ин одио н тоже поетолиное число 
р» то получигы 


ба... -@рь. ] 
р 
а! : : 
авы, |5. (н) 
| 
2", а"... тр. 


т.е. оть умножоня эломоптовъ одного вертикальнаго 
стоабна (пли одной горизонтеаьной строи) па одно п тоже 
чиело р, дотериниаить умножаетсл па тоже чпсао. 


Боль ко вефнъ элементам одной строки или одно- 
го стоабца придадим числа: 2,, 2..0, ; то детор- 
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нянантъ разложнтся на сумму двухь детерминаи- 
товЪ. Действительно: 


98 
аа". 


(15) 
бот ве, ... бЬ-+..@т, == Хь 
р т = 
о. 
В о 
Унножимь первое уравнеше па Ах’, второе — на Ак,.. 


нослёдиее — на .А;”, замвчал, что дяя велкаго А пе разнаго # 
Араб Аиеи--....Аба = 0, 


потому что первая часть представляеть Значеше детерминанта, 
въ которомъ нижшй иидекоь Ё зашвнень другимъ А, получимь : 


(Ара Ара, Алатье АРА. Н. АХ: 


откуда: 
АХ, +АХ, +... АХ, _Х 
= - = 
и Ар'а--А аи... Ата" ХХ 


Принфьръ: пусть я=2, 


Ааа )--А кака)... Ааа) 


И 


У, 4 
_ Е Хиае _ Хаалалаи Хао ва, Ха 
Эаиерай а Чаларто ва чаолата о за, е лата, 5) 


ха Хо? о В , «Хх 
Хи’ Ха — аа Хана (Ха, 


Х-аайай аа гавани а ла, 


Хоа на, (Хьа — Ха, °) 
ара," аз (а“а," а, *, 1) 


СИ ор В ц О зо : 

_ аа, Х, _ аа, ахаха ах ах, —аиХо) 
Е Иа а 6 СИРО и 

Зала," во (аиа аа, на, (ага ата,” (ага, в‘? 


9. Возьменъ двё систены уравцен!й: 


6, 
абена ‘+... Ви... Бы 2 


бое +... бин 


Е» 


чз 


В О 


подетавлии величниы 2,,2,.....2„ второй системы въ первую 
и полагая для сокращешя: 


аб аи. обла] абон. аб теЙь |... 


еда зря _ра 
а абон И... б "В |, 


ора ор 
аа фи. ал = 


РВ. Я ара би. вби... 
| боб бб В, 
й ра 
С ана, аб, (7) 


цодучииъ : 
ВЕ -В буи = Хо 


ВЕ. > Айа == Хо 


Во” + > быуа = Хы. 
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Рвшай эти уравнешя, получингь, что обиий знаменатель вс$ хъ 
шешй равняется: 


хи... 6. 


Но оели-мы опредванмь сначала: 2,,2,.....2, изъ нервой 
системы и, означал презъ А знаменателя их'ь, иначю полагая 


Я ибаи,...а"= А, 


подставимь ихт. волнчины во. вторую систему, то получим 

слфдующия уравнены для опредвлешя У» У:,. +. У: 
Веб 5, 

У 


А? 


Рьшая этн ‘уравиешя, позучинту что общий зпаменатель этих 


рЬшен  нибеть сябдуюциЙ вил: 


А. 64, 


Изъ сравиешя возииигь Ух получаедть: 


"= ХАЙ, й....Ьй, ВА 


Ужаа.. 


а," 0? а бо... би йе... 

й : у: р ср: |. 
вер Вы ||. йы (18). 
ат... -а," ОА КА ВА ВОЛЕ УР 


Эти ринепетно содержить теорону перениожеши деторжицаи- 
товъ. Дан довятн элемонтовь изеБозь: 
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о да 
ау’, в", в," БУ, О, 6,7 

: 1 О 
а, , о, Ф,! | = 
@,, В, В, 8% 


аа , 4 , 
добер ч-а, "6, аз?6 р-на, 96 *-а,°6 °, аб уочна, о Ана, 


о В 
анна" В а, ,", аб’ ИВ ‘ча, 6, ана бана, 


абочна "о чна,6 т, 6 на В ина ЯВ, дб, в 6, й+ 8,76 


10. Возьмеюь теперь дев системы апиейныхь уравиешй съ 
(в- 1) пелзаветными: р 2...) п съ (#1) новзоботныхи 
У, У„„-...Тн такого вида: 

° и — 
о. 


: ча — 
5-6, ' 2,4... йт, == Х 


1? (9) 


в, 
Нота, +. вт, = Х,, 


ао таит, +. ай 


р 
ыы 


ана иу, +... ау, = 1 


(20) 


ау аи... а 9. 


Разсматривая эти дв8 системы, вудимь, что костищелты при 
пеязифетныхь въ обоихь урависшяхъ одинаковы, только распо- 
ложени различио: горизоптальная строка # одной Системы‘ со- 
держит тЬже коезьишонты и пъ томъ ме пораджв, какъ вер 
тиаальный столбоць А другой систены. Короче обв. систены 
ножио паипеать такь: 


ай -ал р, -+... АЖь Но. быв == Х , (20) 
аа +... „ар... а, = (22) 
полагал, что А пывегь во цЪаыя зиачени оть 0 до # включи- 


теаыю. 


Раилая спотсну (19) илн (21) и сисчему (20) наи (23), ва- 
хоОдимт: 
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Аж, = АРХ РАЙХ, +....АРХ,, (23) 

АТь = "А - АЙ, +... А, (24) 
Мтакъ <, выражается линейною зушашею количествь Хь, а 
Ук злнейною Фулющею количествь у. Такъ какъ Ё можеть 
имить. всё значешя оть 0 до # включительно, то предыдупуя 
р®шешя (28) п (24)) представаяють дв системы. уравиенй, со- 
ставъ которыхъ одипаколь съ урависшями (19) и (20). Отсюда 
слвдуеть ‚ что дая рышеня обфихъ сиоленъ достаточио решить 
одну изъ пихь, рбшешя другой снетемы получаются на оено- 
пани того замвчатя, которое мы сдфлалн о расположен ков 


Фищентовъ въ системахь (19) п (20). 
Ал , , 
Полагая : = = е\^, ны мощемъ написать уравиеня (19) и 


(20) въ такомь вид: 
ть = с’Хо+еиХ, +....е”Х,, (25) 
_е* к, р 26 
У в ем: ей . {26) 
Допустииь, что для вевхь велючинь_й и А: п)? = а;* , тогда 
коезфищенты горизонтальной строкн й системы уравиешй (21) 
равпы коеффищентаиь вертикальнаго столбца # тойже системы 
уравиенИь а потому снстема (31) переходнтъ въ сиетему (22), 
если примемь сверхь того, что Ху-= ух. Шо такъ какъ при 
этомь положеши значешя`неизвветныхь светемы (21) должны 
быть ‘равны значениюь неизьбетныхь спотемы (22), то изъ 
сравпешя (25) и (26) получииы ей = е3*. 
ЧТ. 'Возьмему, одиородную ‘зулкцйо второго порядка отиосин 
тельно персмёииых”ь: 2; 2, ,....0,: 


ана | 
Пару.) = абербаина а. Зале Фар 


р 
чат... Затутьн. йа; 


—@#й: тог } . 
допустинъ, что @дА== ий; тогда туже функийо можаф паивсать 
въ такомгь вид 


ев ВАР 
о На От... Аут... а, 
т, -а 


И ат 


ил такты [Г = Хайнс», (27) 
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Озпачинъ частную производную оть этой Фушищи по ь, дё- 
ленную на 2, чрезь Х‚, получнаь : 


ЭХ.) е на йа... ау. „айс, 


аа +. у. . саба. . «@рбаьу ИА 
= 
неа. сайт, = Фара. пан 
ао 
й 
2, — Хайт 
1—0 


ХР (ед = 


(28). 


и 


и 


иона“, +... ву 


Сафловотельно половниа частной производпой оть Фупкщи” 
низеть виду линейной фупкШи относительно перемвиныхь: 
#, 2,...-ть. Давая зъ уравиени (28) индексу  вс® ц®лыя 
злачешя оть 0 до я включительно, получинъ: 


[Е 


Зозьиемъ теперь однородную Функцно втораго порядка отно- 
сительно перенфипыхъ Х.. Х,.....Х, такого вида: 
(ХХ... ..Х„) == ебу Зе ХХ, не ИХ +... .е,”Х,г, 


которая всафдетве докаванияго предложен ‚что при а: а; 
и сие“ ножеть быть паписаий зак: 
Г. = хейх,Х,. (30) 
Половииа чаетпой производной оть зункци Г по Х; по 
прелыдущему оиредваится так: 
2 СХ) = ерХ»: 80 
но по уравнению (25) вторая часть этого равенства равла 2»; 


А 


саъловательно: 
ав = РО). (82) 

Функщи Е отпосительно ушки { мазыпнетея взаимною 

(тестртоке РилеИоп), также кань и зуюпицы / отиосительто 

зункии Е; ноэтому имбемъ предложен 
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Опредвлял персяфипую ведичиоу хх по Часфпымт 
производнымь отъ однородной Функын птораго поряд- 
ка Величинъ: 2, 2,....т,, находим, что д, равилется 
половцив частной пронаводной, взятой по соотвЪът- 
ствующей частной производной отъ взнииной Фунициь, 
составленной изъ частныхъ производных. 


12. Прикёръ: 
(а, 9, 5) = а ба За ауча, 'у’-а сана Руза," 


Пусть: $/'(2)==Х, 1/'(у) 


Е 5)==Й, полагая 


: -@°. пиъемь: 
5‘, ав ==, Иивемь: 


вета, 9+9, = Х, 
а'т--а‘у-а, 3 = У, 


ааа луа, "в 

Отсюда: 

аа + 
ва — ав, А. 


а АЗ 
5; Аз 
ааа маза я ИЕ ВЮ 
а,” а, (ааа, ‘а,") + а (а, "а," ага") + (ага, 
АА, А 
. Аб оь А А а. 
и положив: д» =е,* пт. д. составанъ Фупицио : 


Ре" ХУ-не, Пе +96 Уно; тогда 


== 6Х ебу +е,2 


|5 


ЕЯ 
у = е"Хче У +ей , 
2 = с Х ней У не," 


